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【摘要】混沌序列已作为伪随机序列得到广泛应用，但如何判断混沌序列的相关特性、调制后相关特性的好坏，以及其

理论依据，至今尚无定论，使其应用受到限制。该文给出了判断混沌序列自相关特性好坏的一个简单有效的方法。用相空间

法对混沌序列的自相关特性作了研究，发现相空间轨迹是否具有轴对称性与其自相关函数好坏相对应，证明了相空间轨迹具

有轴对称结构的序列有好的自相关函数，并通过仿真予以了证实。 
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Abstract  Chaotic sequences have been widely used as pseudorandom sequences. But the problem of how to 

judge the performances of their autocorrelation functions, up to now, has not yet been solved completely. Because 
of this, the applications of chaotic sequences are limited. In the paper, by method of phase space, we prove that the 
autocorrelation performance of a chaotic sequence is determined by whether its phase space trajectory is axis 
symmetrical, and we deduce a theorem that a sequence which phase space trajectory is axis symmetrical has good 
autocorrelation performance. The theorem is verified by simulations. 
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混沌序列具有类随机性[1-6]，近来已作为伪随机

序列在保密通信、雷达等方面得到广泛应用[3-18]。但

混沌序列的自相关问题，以及在各种调制方式下的

调制后信号自相关问题，长久以来没有得到解决，

导致混沌序列在应用中受到诸多限制。 
近来大量文献[1-11,18]欲将混沌序列作为噪声源

用于噪声雷达。但有一些混沌序列，本身自相关特

性差；还有一些混沌序列，虽然本身自相关特性好，

但经过调制后，自相关性能大幅下降[3-6]，对雷达信

号的准确检测和识别很不利，引起学术界对混沌序

列自相关特性及调制后自相关特性的关注[2-7]。 
本文就混沌序列的自相关问题进行探讨。利用

相空间方法，证明了相图轨迹具有对称结构的混沌

序列具有好的自相关函数。 

1  混沌序列的相关性问题 
性能良好序列的自相关函数的波形应为一根尖

细的针形，没有突出的副瓣，实际运用起来才有利

于信号的准确检测和识别。如图1所示的Tent序列的

自相关函数，主峰尖细，副瓣很低，以至于在图上

看不到，性能很好。Tent序列自相关函数性能虽然

很好，但经过随机频率调制 (random frequency 
modulation，RFM)后，自相关函数变差，如图2所示，

副瓣很多很高，性能变差。Bernoulli序列的自相关

函数曲线如图3所示，其主峰比较粗，性能较差。因

此，不仅混沌序列的自相关特性有差异，经过调制

后自相关特性也可能出现差异。 
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    图1  Tent序列调制前的归一化自相关函数 

 
    图2  Tent 序列调制后的归一化自相关函数 

 
     图3  Bernoulli序列归一化自相关函数 

2  混沌序列的二维相空间及自相关 
函数 
一个离散混沌系统的动力方程为： 

( 1) [ ( )]x n f x n+ =             (1) 

以Tent序列为例，Tent映射在一定条件下是混沌

系统，其动力方程为： 
( 1) ( )x n a b x n+ = −            (2) 

式中  0a > ; 0 2b< < 。不失一般性，本文取其参数

为 ： 1/ 2 (2 0.000 1)a b= = −， 。 初 值 (0)x =  
[ 0.5 0.5]∈ − ， ，演化范围 ( ) ( 0.5,0.5)x n ∈ − ，均值为0， 

其延迟1的二维相图如图4所示。Tent序列的混沌吸

引子具有确定、清晰的结构，且纵坐标轴对称。后

面提到的混沌序列，包括Tent序列，都可认为是平

稳遍历的[3-6]。 
对于长度为N平稳且遍历的序列{x(n)}，其自相

关函数r(m)为： 

*

1

( ) ( ) ( )
N m

n

r m x n x n m
−

=

= +∑          (3) 

对于一个实序列，自相关函数为： 

1

( ) ( ) ( )
N m

n

r m x n x n m
−

=

= +∑          (4) 

序列的自相关函数r(m)在m=0时，得到最大值

r(0)。 
归一化自相关函数为： 

( ) ( ) / (0)R m r m r=            (5) 

其中： 
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1
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n

r x n
=
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特别地，当m=1时，有： 
1

1

1(1) ( ) ( 1)
(0)

N

n

R x n x n
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−

=
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Tent序列的归一化自相关函数性能好，即自相

关函数的波形为一根尖细的针形，没有突出的副瓣；

Bernoulli序列的自相关函数主峰比较粗大，性能较

差，不利于信号检测。下面通过证明4个定理，研究

它们自相关函数性能差异的原因。 

3  序列二维相图与自相关特性的联系 
定理 1  对于一个平稳遍历的离散实动力系统 

( 1) [ ( )]x n f x n+ =              (8) 
其值域为[−a,a]，a为正实数；{x(n)}的均值为0，且

取值的正负具有统计平衡性。 
由该系统产生一个长度为N的混沌序列{x(n)}。

若{x(n)}延迟为1的相图轨迹在统计意义上对纵坐标

轴对称，即对任意 x(n) 满足 ( 1) [ ( )]x n f x n+ = =  
[ ( )]f x n− ，如图4所示。 

 
图4  Tent序列延迟1相图 

则当 N → ∞ 时，延迟m=1的归一化自相关函数
1

1

1(1) ( ) ( 1)
(0)

N

n

R x n x n
r

−

=

= +∑ 趋于0。 

证明  因为序列平稳遍历，均值为0，且延迟1
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的相图轨迹依纵坐标轴对称，图4为Tent序列延迟为

1的相图。因此可在延迟1相图轨迹上任取关于纵轴

对称的两点D(k)、D(j)，其中D(k)的坐标为[x1(k), 
x1(k+1)]，D(j)的坐标为 [x1(j),x1(j+1)]，且有 x1(j)= 
−x1(k)，x1(k+1)=x1(j+1)。 

因为序列取值的正负具有统计平衡性，所以对

任意x(n)，有 [ ( )] [ ( )]g x n g x n= − ，g[x(n)]为x(n)的分

布概率密度函数。 
令 1 1[ ( 1) ( 1) ( ) ( )]P x n x k x n x k+ = + = 、 [ ( 1)g x n + =  

1 1( 1) ( ) ( )]x k x n x k+ = 分 别 为 条 件 1( ) ( )x n x k= 下

1( 1) ( 1)x n x k+ = + 的条件概率、条件分布概率密度，

本文分别简写为 1 1[ ( 1) ( )]P x k x k+ 、 1 1[ ( 1) ( )]g x k x k+ 。

因为 [ ( )] [ ( )] ( 1)f x n f x n x n= − = + ，所以对于轨迹上

的 点 D(k)[x1(k),x1(k+1)] ， 有 1 1[ ( 1) ( )]P x k x k+ =  

1 1[ ( 1) ( )] 1P x k x k+ − = 。所以，有 1 1[ ( 1) ( )]g x k x k+ =  

1 1[ ( 1) ( )]g x k x k+ − 。 令 1[ ( ) ( ), ( 1)g x n x k x n= + =  

1( 1)]x k + 为 ( )x n = 1( )x k 和 1( 1) ( 1)x n x k+ = + 的联合

分布概率密度，简写为 1 1[ ( ), ( 1)]g x k x k + 。对纵轴对

称的两点D(k)、D(j)有： 
1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

          [ ( ), ( 1)]
   [ ( 1) ( )] [ ( )]

[ ( 1) ( )] [ ( )]
          [ ( ), ( 1)]

g x k x k
g x k x k g x k

g x k x k g x k
g x j x j

+ =
+ × =

+ − × − =
+

        

(9)

 

即对轨迹上关于纵轴对称的任意两点D(k)、D(j)，
它们分布的概率密度相同，也就是g[D(k)]= g[D(j)]。 

对相图轨迹上任一点D(k) [x1(k),x1(k+1)]，令函

数h(k)为： 
1 1( ) ( ) ( 1)h k x k x k= +            (10) 

关于纵轴对称的任意两点D(k)、D(j)有： 

1 1 1 1( ) ( ) ( 1) [ ( ) ( 1)] ( )h k x k x k x j x j h j= + = − + = −  (11) 
由式(11)有 ( ) ( ) 0h k h j+ = ，即相图轨迹上关于

纵轴对称的任意两点D(k)、D(j)有 ( ) ( ) 0h k h j+ = 。 

显然，相图轨迹上关于纵轴近似对称的任意两

点D(k)、D(j)有 ( ) ( ) 0h k h j+ ≈  

又因关于纵轴对称的任意两点分布的概率密度

相同，因此，可以把相图轨迹上的N−1个点，大致

分成(N−1)/2组，每一组对纵轴近似对称。对其中任

一组的两点D(kn)、D(jn)有 ( ) ( ) 0n nh k h j+ ≈ 。 

会有极少数的点因不对称或点数为奇数，无法

分组，但因轨迹上关于纵轴对称的任意两点分布的

概率密度相同，当 N → ∞ 时，相图轨迹上点的分布

更趋于对称，无法分组的点不会随N的增加而无限增

加 ， 即 无 法 分 组 的 点 数 有 界 。 而 

1 1

1 1
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(0) (0)

N N

N N N
n n

R x n x n h n
r r

− −
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= =

= + =∑ ∑ 的 分 母

1
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1
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N

N N
n

r x n
−

→∞ →∞
=

= → +∞∑ ，因此，无法分组的点

对 R(1) 的 影 响 趋 于 0 。 可 得 ：
( 1) / 21

1 1

1 1lim (1) lim ( ) lim 0 0
(0)

NN

N N N
n n

R h n
r

−−

→∞ →∞ →∞
= =

= ≈ =
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原命题得证。 
如图4所示，Tent序列延迟1的相图。其吸引子

轨迹对纵坐标轴x(n)=0对称，则由定理1，其归一化

自相关函数R(1)应趋近于0。图5表示N=2 000的Tent
序列的归一化自相关函数，R(1)趋近于0，与定理1
相符。用Logistic序列等其他序列检验，可得同样结论。 

 
    图5  Tent序列的归一化自相关函数 

对于延迟1的相图轨迹，依横坐标轴对称的情

况，有定理2。 
定理 2  对于一个平稳遍历的离散实动力系统 

( 1) [ ( )]x n f x n+ =            (12) 

其值域为[−a,a]，a为正实数；{x(n)}的均值为0，且

取值的正负具有统计平衡性。 
由该系统产生一个长度为N的混沌序列{x(n)}。

若{x(n)}延迟为1的相图轨迹在统计意义上对横坐标

轴对称，即对任意x(n)，满足 1( ) [ ( 1)]x n f x n−= + =  
1[ ( 1)]f x n− − + 。 
则当 N → ∞ 时，延迟m=1的归一化自相关函数

1

1

1(1) ( ) ( 1)
(0)

N

n

R x n x n
r

−

=

= +∑ 趋于0。 

定理2的证明与定理1的证明类似，不在此赘述。

定理2中对横坐标轴对称的动力系统，可以用动力系

统的每步演化值，由概率0.5乘以 (−1)得到。对

Bernoulli序列作上述处理，处理后序列的归一化自

相关函数R(1)趋近于0，与定理2相符。 
综上所述，离散动力系统延迟为1的相图，无论

对横轴，或纵轴，亦或是同时对横、纵坐标轴统计

对称，都可得其归一化自相关函数R(1)趋近于0。因
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此，有以下结论成立。 
结论  对于一个平稳遍历的离散实动力系统： 

( 1) [ ( )]x n f x n+ =            (13) 
其值域为[−a,a]，a为正实数；{x(n)}的均值0，且取

值的正负具有统计平衡性。 
若{x(n)}延迟为1的相图轨迹在统计意义上对横

坐标轴，或对纵坐标轴对称，或对横、纵坐标轴都

对称。则当 N → ∞ 时，延迟m=1的归一化自相关函

数
1

1

1(1) ( ) ( 1)
(0)

N

n

R x n x n
r

−

=

= +∑ 趋于0。 

定理 3  对于一个平稳遍历的离散实动力系统 
( 1) [ ( )]x n f x n+ =             (14) 

其值域为[−a,a]，a为正实数；{x(n)}的均值为0，且

取值的正负具有统计平衡性。 
若{x(n)}的延迟为1的相图轨迹在统计意义上对

横坐标轴；或对纵坐标轴对称，或对横、纵坐标轴

都对称。 
则{x(n)}除0外的任意延迟的相图轨迹，在统计

意义上也对该坐标轴对称。 
证明先证明延迟1相图轨迹对纵轴统计对称的

条件下，延迟为2的相图轨迹依然对纵轴统计对称。 
由延迟1相图轨迹对纵轴统计对称，可知对任意

x(n) ， 有 ( 1) [ ( )] [ ( )]x n f x n f x n+ = = − 。 可 得

{ [ ( )]} { [ ( )]} [ ( 1)] ( 2)f f x n f f x n f x n x n= − = + = + 。又因

为序列取值统计平衡，有 [ ( )] [ ( )]g x n g x n= − ， 
因此，可在延迟为2的相图轨迹上，任取一点

D(k)，则它对纵轴对称的点D(j)，也在系统相图轨迹

上，其中D(k)的坐标为[x2(k),x2(k+2)]；D(j)的坐标为

[x2(j),x2(j+2)]，且有x2(j)= −x2(k)，x2(k+2)=x2(j+2)。 
同定理1，可得： 

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

[ ( ), ( 2)]
[ ( 2) ( )] [ ( )]

[ ( 2) ( )] [ ( )]
[ ( ), ( 2)]

g x k x k
g x k x k g x k

g x k x k g x k
g x j x j

+ =
+ × =

+ − × − =
+

     

(15) 

即g[D(k)]= g[D(j)]，关于D(k)、D(j)分布的概率密度依

然相等。因此，延迟2相图轨迹依然对纵轴统计对称。 
同理可得，除0外的任意延迟的相图轨迹，在统

计意义上也对纵坐标轴对称。 
对延迟1相图轨迹对横坐标轴对称的情况，同理

可得，除0外的任意延迟的相图轨迹，在统计意义上

也对横坐标轴对称。 
综上所述，延迟为1的相图轨迹，在统计意义上

对横坐标轴，或对纵坐标轴对称，或同时对横、纵

坐标轴对称的条件下，可得除0外的任意延迟的相图

轨迹，在统计意义上也对横坐标轴，或对纵坐标轴

对称，或同时对横、纵坐标轴对称。 
原命题得证。 
定理 4  对于一个平稳遍历的离散实动力系统 

( 1) [ ( )]x n f x n+ =            (16) 

其值域为[−a,a]，a为正实数；{x(n)}的均值为0，且

取值的正负具有统计平衡性。 
若{x(n)}延迟为1的相图轨迹在统计意义上对横坐

标轴，或对纵坐标轴对称，或对横、纵坐标轴都对称。

即对任意x(n)，满足 ( 1) [ ( )] [ ( )]x n f x n f x n+ = = − ，或

满足 1 1( ) [ ( 1)] [ ( 1)]x n f x n f x n− −= + = − + ，或两者都

满足。 
则当 N → ∞ 时，对除0外的任意延迟m，其归一

化自相关函数
1

1

1( ) ( ) ( )
(0)

N

n

R m x n x n m
r

−

=

= +∑ ，都趋于0。 

综合前述结论及定理3，定理4得证。 
从前述的Tent序列，可以检验定理4的正确性。

Tent序列满足定理4的条件，则除m=0外的归一化自

相关函数R(m)都趋近于0，如图5所示，与定理4相符。

考察Logistic序列等其他满足定理4条件的序列，可

得同样的结论。 
考察不满足定理4条件的序列，如图6所示N=  

2 000的Bernoulli序列的延迟1相图，其轨迹既不关于

横坐标轴对称，也不关于纵坐标轴对称，图3表示其

归一化自相关函数，可见当|m|=1,2,3,4,5时，R(m)都
较大，不趋近于0，自相关函数性能差。 

至此，找到了Tent、Bernoulli序列自相关函数性

能差异的原因。 
定理4是针对动力系统而言，但可以推广到其他

序列，如噪声序列等。 

 
     图6  Bernoulli序列延迟1相图 

4  定理4的实质 
由定理4可知，判断一个取值平衡的序列自相关

特性，只需要在其延迟1的二维相图上，检验轨迹对

坐标轴的统计对称性，若其对横或纵坐标轴统计对
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称，或对横、纵两坐标轴都统计对称，则其自相关

特性较好，即具有突出的主峰，没有高的旁瓣。前

面用Tent序列和Bernoulli序列检验了定理4的正确

性。此外，本文还检验了很多其他序列，都与定理4
相符。 

相图是反映一个动力系统内在本质的一种工

具，由它可以得知动力系统的结构。一般来说，延

迟1的二维相图，相对于其他更大延迟相图而言，结

构最为简单、清晰。通过判断延迟1相图轨迹的对称

性辨别序列相关性的方法，是简单和实用的方法。 
使序列取值正负平衡，是比较容易的。常见的

混沌序列，如Tent序列、Bernoulli序列、Logistic序
列、Chua序列、MSPL(multi-segment piecewise linear)
序列[5]等，都可以满足，或简单处理后满足取值正

负平衡。 

5  结论及展望 
本文利用相空间方法证明了一个取值平衡序

列，若其延迟1的相图轨迹具有坐标轴对称结构，则

其自相关函数具有较好的特性。该结论以定理4的形

式给出。在后续研究中，将对本文结论(即定理4)的
更多运用和序列的调制相关性进行探讨。 
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