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三维传感器网络中贪婪算法的可达性分析 

侯孟书，李玉军，秦志光 

(电子科技大学计算机科学与工程学院  成都  611731) 

 

【摘要】针对贪婪算法存在路由空洞现象，定义并研究了半球型3D传感器网络中贪婪算法的可达性问题。基于节点随机
分布的数学特性，分析了传感器传输半径与贪婪算法的可达率之间的定量关系，推导出保证设定可达率的传感器传输半径的
理论上界，并给出了相应的数值求解方法。仿真实验数据验证了理论上界的正确性和严密性，为确定节点最小传输半径奠定
了理论基础。 
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Abstract  Considering that greedy routing may fail due to routing voids on random network topologies, 

greedy routing’s deliverability is defined and studied in a typical hemi-sphere 3D sensor network deployment 
scenario. Based on nodes’ distribution characteristics, the relationship between the sensor transmission radius and 
the probability of guaranteed delivery for greedy routing is analyzed. A very tight analytical upper bound on the 
sensor transmission radius to ensure the designed deliverability probability is derived, and the corresponding 
numerical solution of this upper bound is proposed. The correctness and tightness of the derived upper bound are 
verified by extensive simulations, and hence the results can be used to design the minimal transmission for actual 
sensor network deployment. 
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3D传感器网络可以不依赖固定通信基础设施，

以分布式协作的方式进行信息的收集和处理，适用于

海洋勘探、森林监控和大气成分监测等应用场景。随

着通信技术、传感器和空间技术的飞速发展，3D传

感器网络已成为目前通信领域的研究热点之一[1-6]。 

针对多跳无线网络，研究人员提出了众多的路

由协议来保证数据传输的高效性。在这些协议中，

贪婪算法按照距离逼近的方式转发数据分组，具有

路由维护开销低、通信效率较高等优点，非常适用

于能源受限的传感器网络。随着自适应定位技术的

飞速发展[7]，贪婪算法已成为实际无线传感器网络

部署的有效解决方案之一。 

尽管贪婪算法具有路由维护开销低、通信效率

高等优点，然而该算法存在路由空洞现象。在2D无

线网络中，往往采用平面图算法作为贪婪算法的恢

复机制，确保节点之间数据分组的可达性[8]。然而，

最近研究指出，在3D无线网络中不存在确定性的局

部路由算法来保证节点之间数据分组的可达性[9]，

通常采用增大节点传输半径等全局方法来提高节点

之间数据分组的可达性。因此，近年来，贪婪算法

的可达性分析逐渐引起了研究人员的重视。 

对于2D无线网络，基于单位圆理想通信模型，

文献[10-12]研究了任意节点之间数据分组的可达性

问题，给出了节点传输半径与贪婪算法可达性之间

的数量关系。文献[13]采用对数正态阴影传播模型，

研究了2D传感器网络中节点与基站之间数据分组

的可达性问题，给出了节点传输功率与贪婪算法可

达率之间的数量关系。然而，对于3D无线网络，贪

婪算法的可达性分析刚刚起步。文献[14]给出了可以

保证任意节点之间通信的近似临界传输半径。针对
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球型部署的3D传感器网络，文献[15]给出了贪婪算

法的可达率与传感器传输半径之间的数量关系。 

与文献[15]不同，针对半球型较为真实的3D传

感器网络部署，本文考虑了边界效应的影响，分析

了贪婪算法可达率与传感器传输半径之间的定量关

系，推导出了保证设定可达率的传感器传输半径的

理论上界，并给出了相应的数值求解算法。 

1  系统模型 

系统模型包括网络模型和数学模型两个组成部

分。网络模型描述了3D传感器网络的网络特征，数

学模型则对贪婪算法的可达性问题进行数学描述。 

1.1  网络模型 

假设传感器以参数为的泊松点过程分布在3D

空间内的一个半球型区域 bs( , )HS X R ，其中 bsX 为基

站，位于半球型底平面的中心； R 为球半径。将该

部署方式称为半球型3D传感器网络，其典型应用场

景中的水下传感器网络如图1所示。 

 
图1  半球型水下传感器网络 

假设所有传感器的传输半径均为 r ，任意两个

传感器之间、传感器与基站之间能够直接通信的充

要条件为它们之间的欧式距离小于或等于传感器的

传输半径 r 。所有传感器均采用贪婪算法以多跳的

通信方式将感知数据发送至基站。 

1.2  数学模型 

对于一个传感器网络而言，若采用随机部署方

式，则任意一个传感器无法将感知数据传送至基站

的概率均大于零。因此基于概率理论，文献[13，15]

引入下列术语来描述贪婪算法的可达性问题。 

定义 1  可达率 GDPr 。对于一个传感器网络而

言，可达率 GDPr 指所有传感器均可以采用贪婪算法

将感知数据发送至基站的概率。 

显然，增大传输半径可以增加网络的可达率，

故传感器临界传输半径的定义[13, 15]描述如下： 

定义 2  临界传输半径 th(Pr )cr 。对于一个传感

器网络而言，临界传输半径 th(Pr )cr 是指可以保证该

传感器网络的可达率 GDPr 不低于 thPr 的最小传输半

径，其中 th0 Pr 1  是预设的可达率阈值。 

基于定义1和定义2，半球型3D传感器网络中贪

婪算法的可达性可以归纳为一个数学问题，即给定

一个预设的可达率阈值 thPr ，确定半球型3D传感器

网络 bs( , )HS X R 的临界传输半径 th(Pr )cr 。 

2  临界传输半径的理论上界 

与文献[13，15]的方法类似，本文首先建立半球

型3D传感器网络的可达率与空洞节点概率之间的

数量关系，随后讨论传输半径与空洞节点概率之间

的数量关系，最后基于上述两个数量关系，推导半球

型3D传感器网络临界传输半径的理论上界。 

2.1  可达率与空洞节点概率 

对于半球型3D传感器网络而言，若网络中不存

在空洞节点，则贪婪算法能够把任何一个传感器上

的感知数据成功传送至基站。反之，贪婪算法会在

空洞节点上传送失败。因此，贪婪算法的可达率与

空洞节点概率之间存在密切关系，故引入下述定义。 

定义 3  空洞节点。对于一个传感器网络而言，

若传感器 iX 与基站之间的距离大于传感器的传输

半径，并且 iX 比其任何一个邻居传感器更靠近基

站，则 iX 是一个空洞节点。 

定义 4  随机变量 ( )iB X 。对于一个随机部署

的传感器网络而言，随机变量 ( )iB X 描述了传感器

iX 是否为空洞节点，即有： 

1     
( )

0    
i

i

X
B X


 


为空洞节点

其他
 

定义 5  空洞节点概率 Pr( ( ) 1)iB X  。对于一

个随机部署的传感器网络而言，空洞节点概率是指

任意一个传感器 iX 成为空洞节点的概率。 

用符号 1 2 | |{ , , , }HH X X X
   表示半球型3D传

感器网络中节点的集合，则B(X1)，B(Xi)，…,
| |

( )HB X


是独立同分布的随机变量。基于定义3～5，可以得

出下述定理。 

定理 1  对于半球型3D传感器网络 bs( , )HS X R

而言，贪婪算法的可达率与空洞节点概率之间满足

关系式： GD 3Pr 1 2π Pr( ( ) 1) / 3iR B X ≥ 。 

证明：定义半球型3D传感器网络中空洞节点数

目为Y ，则Y 为随机变量，其数学期望计算如下： 



  第3期                       侯孟书，等:  三维传感器网络中贪婪算法的可达性分析 443  

0 1

     [ ] [ ( )]

[ ( )]Pr(| | )

i

i
X H

k

i
k i

E Y E B X

E B X H k









 

 

 



 
 

32π Pr( ( ) 1) / 3iR B X             (1) 

基于Markov不等式[16]可知： 

Pr( 1) [ ]Y E Y≥ ≤            (2) 

基于定义1和定义3可知，贪婪算法的可达率等

于传感器网络中不存在空洞节点的概率，则有： 
GDPr Pr( 0) 1 Pr( 1) 1 [ ]Y Y E Y     ≥ ≥  

31 2 Pr( ( ) 1) / 3iR B X             (3) 

定理得证。 

2.2  理论上界 

在建立空洞节点概率与传感器传输半径之间的

数量关系前，首先引入下列引理。 

引理 1  对于一个半径为 r 、高度为 h 的球缺

而言，若用垂直于底平面的平面去切割该球体，且

球面到切割平面的距离为 l ，其投影如图2所示，则

阴影部分所对应的切割体的体积为: 
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式中， 2 2( )hr r r h   为球缺底平面半径。 

 
h

l 
r 

 
图2  球缺投影图 

证明：假设球心的坐标为(0,0,0)，其中球缺的底

平面平行于坐标平面xoy。 

当 hl r≤ 时，假设阴影部分所对应的切割体在

xoy平面的投影面积为 ，则有： 
2 2 2

: h

h h
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≤ ≤
           (4) 

因此，当 hl r≤ 时， ( , , )lV r h l 计算如下： 
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根据对称性易得，当 hl r 有： 

2( , , ) (3 )
3lV r h l h r h
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引理得证。 

引理  2  若球 ( , )S X r 的球心 X 位于半球

( , )HS O  的球面上，其中 r ≤ ， X 的球坐标为

( , , )   ，且  为点 X 到球坐标系原点O的距离、
为方位角、为仰角。则球 ( , )S X r 与半球 ( , )HS O 
公共部分的体积为： 
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其中， 
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3 4
3 ( , , ) (8π 3π ) /(12 )hsV r r r      

式中， 2 2 2' arccos((2 ) /(2 ))r      。 

证明：球 ( , )S X r 与半球 ( , )HS O  公共部分的体

积与点 X 的方位角 无关。 

首先选择投影平面PL，平面PL与两个球心的连

线 XO 平行，且垂直于半球 ( , )HS O  的底平面。当

仰角取不同的数值时，球 ( , )S X r 与半球 ( , )HS O 
在平面PL上的投影示意图分别如图3～5所示。 

O

X

 
图3  arcsin( / ) π/2r  ≤ ≤ 时的投影图 

1) 当 arcsin( / ) π/2r  ≤ ≤ 的情形。通过简单

的几何运算可知，半球 ( , )HS O  和球 ( , )S X r 的底平

面至多只存在一个交点。因此，二者的公共部分为
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两个球缺的组合，则有： 

3
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图4  2arcsin( /(2 )) arcsin( / )r r  ≤ 时的投影图 

2) 当 2arcsin( /(2 )) arcsin( / )r r  ≤ 的情形。

在投影图4中，圆 ( , )C X r 和OD 的连线有两个交点。

因此，半球 ( , )HS O  和球型 ( , )S X r 的公共部分的体

积为两个球缺的体积之差，则有： 
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2π( sin ) (2 sin )) / 3r r            (8) 

3) 当0 2arcsin( /(2 ))r ≤ 的情形。在投影图

5中，圆 ( , )C X r 和OE 的连线有一个交点。此时，半

球 ( , )HS O  和球 ( , )S X r 的公共部分的体积为两个

球 ( , )S O  和 ( , )S X r 公共部分的体积减去阴影部分

所对应的切割体的体积。假设点 D 的极坐标为

( , )  ，根据三角余弦定理可得： 
2 2 2arccos((2 ) /(2 ))r              (9) 

根据引理1可知，阴影部分ABD所对应的切割体 

的体积为： 
( , sin , (cos cos )ABD lV V r r          

2 2 2sin )r              (10) 
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图5  0 2arcsin( /(2 ))r ≤ 时的投影图 

而阴影部分BDE对应于半个球缺，故其体积为： 
2π( cos ) (2 cos ) / 6BDEV             (11) 

综合式(10)、(11)可得： 
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引理得证。 

基于引理2，关于空洞节点概率，存在下列定理。 

定理 2  对于半球型3D传感器网络 bs( , )HS X R

而言，空洞节点概率 Pr( ( ) 1)iB X  满足关系式 
3Pr( ( ) 1) 3 ( )i hsB X h r R  ，其中有： 

 π 2  
2

 0  
( ) exp( ( , , ) )cos d d

R

hs hs
r

h r V r          

证明：不失一般性，假设 bsX 在球坐标系中的

坐标为(0,0,0)。显然，若球 ( , )iS X r 与半球 bs( , )HS X 
的公共区域内无其他传感器节点，则传感器 iX 为空

洞节点，其中 r  为 iX 与 iX 之间的距离。则有： 

2 3

 2π  π 2  
2 3

 0  0  

 π 2  
3 2 3

 0  

Pr( ( ) 1) cos exp( ( , , ) ) /(2 3)d d d

       3 d exp( ( , , ) )cos d d /(2π )

       exp( ( , , ) )cos d d / 3 3 ( ) /

i hs

R

hs
r

R

hs hs
r

B X V r R

V r R

R V r h r R

       

       

      



    

 

 



  
 

              

(13)

 

定理得证。 

基于定理1和定理2，关于临界传输半径，存在

下列定理： 

定理 3  对于半球型3D传感器网络 bs( , )HS X R

而 言 ， 若 给 定 一 个 预 设 的 可 达 率 阈 值 thPr  

( th0 Pr 1  )，半球型3D传感器网络的临界传输半径
th(Pr )cr 满足关系式： 

th th(Pr ) inf{ | ( ) (1 Pr ) (2π )}c hs
hsr r r h r  ≤ ≤  

证明：基于定理1可知： 
GD 3Pr 1 2π Pr( ( ) 1) 3iR B X ≥      (14) 

因此，要使 GD thPr Pr≥ ，只需要保证下式成立，有： 
3 th1 2π Pr( ( ) 1) / 3 PriR B X  ≥       (15) 

根据定理2，化简式(15)可得： 
th( ) (1 Pr ) /(2 )hsh r  ≤          (16) 

根据函数的单调性定义易知 ( )hsh r 为严格单调
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递减函数，因此只要下式成立，即： 
thinf{ | ( ) (1 Pr ) /(2π )}hs

hsr r r h r  ≥ ≤   (17) 

就可以保证 GD thPr Pr≥ 。 

定理得证。 

3  数值求解方法 

基于定理3可知，临界传输半径的上界依赖于函

数 ( )hsh r ，然而由于该函数的复杂性，难以求得精确

的解析解。为此，基于函数 ( )hsh r 的特性，可以采用

二分法数值求解方法进行求解。 

定理 4  定义 th( ) ( ) (1 Pr ) (2π )hsm r h r    ，

则 ( )m r 为严格单调递减函数，且 ( ) 0m r  在区间

(0, ]R 内有唯一解。 

证明：根据函数的单调性定义易知 ( )m r 为严格

单调递减函数。 

th

0

 π / 2
2

0  0

                        (0 )

        lim ( ) (1 Pr ) /(2π )

lim exp( ( , , ))cosd d

hs
r

R

hs
r r

m

h r

V r



    













  

  

 

th 3 th(1 Pr ) /(2π ) / 3 (1 Pr ) /(2π )R        (18) 

半球型3D传感器网络 bs( , )HS X R 内传感器的数

目远远大于1，因此 32π / 3 1R   。  

同时，由于 th0 Pr 1  ，所以 (0 ) 0m   。 

 π / 2  
2

 0  

                         ( )

exp( ( , , ))cos d d
R

hs
R

m R

V r     



  
 

th th( ) /( ) ( ) /( ) 01 Pr 2π 1 Pr 2π         (19) 

因此可得 (0 ) ( ) 0m m R  ； ( ) 0m r  在区间 (0, ]R 内有

唯一解。 

根据定理 1可知，可以用二分法求解方程

( ) 0m r  在区间 (0, ]R 内的根，且该方程的根即为
hsr 。限于篇幅，不再赘述。 

4  仿真实验 

本文对临界传输半径上界的正确性和严密性予

以检验。在实验中假设有1 000个传感器均匀分布在

半个单位球内 bs( , )HS X R ，即 34π / 3 1R  。进一步设

定所有传感器具有相同的传输半径。并设定若干个

传输半径，对于每个传输半径重复实验1 000次，并

统计所有传感器都能通过贪婪算法把数据传送至基

站的次数，再把该统计数据除以1 000作为该传输半

径下仿真实验的可达率。同时，分别设定若干个可

达率，对于每个设定的可达率，根据定理1计算其对

应的临界传输半径的理论上界。二者的曲线如图6

所示。 

0.20

可达率/(%) 

传
输

半
径

 

理论上界

仿真结果

0.18

0.16

0.14

0.12
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

 
    图6  半球型3D传感器网络中传输半径与可达率的关系 

针对本文的实验数据总结如下： 

1) 对于可达率较高的情况，本文推导出的临界

传输半径的理论上界非常接近于仿真实验的临界传

输半径；当可达率数值较小时，本文推导的临界传

输半径的理论上界略大于仿真实验的临界传输半

径。证实了理论推导的正确性与良好的严密性。 

2) 当可达率到达一定数值时，随着可达率的增

大，所需要的临界传输半径急剧增长。说明一个过

高设置的可达率阈值 thPr (如 99.9% )需要过大的传

输半径，不利于3D传感器网络的实际部署。 

5  结 束 语 

本文分析了半球型3D传感器网络中贪婪算法

的可达性问题。基于概率理论，首先将半球型3D传

感器网络中贪婪算法的可达率与传感器传输半径之

间的关系定义为一个数学问题，随后推导出了临界

传输半径的理论上界。仿真实验数据验证了理论上

界的正确性与严密性，这些结论为部署3D传感器网

络提供了技术依据。 
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