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加权信号张量子空间拟合算法 
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(海军工程大学兵器工程系  武汉  430033) 

 
【摘要】提出了一种基于三阶张量高阶奇异值分解的声矢量阵列加权信号张量子空间拟合算法。首先对声矢量阵接收信

号进行三阶张量建模，并通过高阶奇异值分解得到信号张量子空间，从而结合加权信号子空间拟合算法进行空间方位谱估计。
由于基于高阶奇异值分解得到的信号张量子空间相比于传统的矩阵奇异值分解得到的信号子空间能够更好地抑制噪声，并且
体现了多维数据之间的关联关系，因此具有更高的方位估计精度。理论和仿真结果表明：该方法在低信噪比、等强度不相关
信号和强相关信号条件下仍具有良好的目标分辩能力和稳定性，工程应用价值较高。   
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Abstract  A weighted signal tensor subspace fitting algorithm is presented for vector hydrophone array based 

on higher order singular value decomposition (HOSVD). In this paper, the 3rd order tensor of the received signals 
from vector hydrophones array is modeled at first, then the signal tensor subspace is derived from HOSVD, and 
lastly, the DOA is estimated with the weighted signal subspace fitting. The 3rd tensor-based signal subspace 
estimation via HOSVD is a better estimate of the desired signal subspace than the subspace estimate obtained by 
the SVD of a matrix which exploits the structure inherent in the multi dimensional measurement data. Theoretical 
and simulation results show that the proposed method exhibits high resolution and robustness performance under 
scenarios of low signal noise ratio (SNR), non-correlative and tight-correlative signals with the same power. 
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声矢量水听器技术自20世纪90年代引入我国以

来，给水下声场计算和算法研究带来了重大的突破，

由于声矢量水听器由无指向性的声压水听器和具有

与频率无关的偶极子自然指向性的质点振速水听器

复合而成，能够同时、共点测量声场中的声压和质

点振速矢量，从而较之以往的声压水听器具有明显

优势[1]。 

子空间拟合算法于20世纪90年代初提出，其基

本思想在于构造阵列接收数据的子空间和阵列流形

之间的一个拟合关系，主要包括信号子空间拟合(SF)

算法、噪声子空间拟合(NF)算法以及加权信号/噪声

子信号空间拟合(WSSF/WNSF)算法[2]。与噪声子空

间拟合算法相比，信号子空间拟合算法的优势在于

能够分离相关/相干信号，且对噪声的扰动不敏感。 

基于声矢量阵列的加权信号子空间拟合算法国内外

鲜有文献发表[3-4]，且方法均局限于通过二维矩阵方

式对观测数据进行组织和处理，没有充分挖掘声矢

量阵多维数据信息之间的关联，从而形成更有效的

参数估计方法。 

本文借鉴张量运算的优势，将二维矩阵观测数

据向高维推广，通过二维矩阵所无法实现的多维数

据匹配操作，并结合加权信号张量子空间拟合算法，

以期能够实现更为精准的空间方位估计，张量相关

的定义和计算参见文献[5]。 

1  声矢量阵测量模型 

假设信号满足窄带远场平面波条件，各入射信

号统计独立，各阵元接收的背景噪声为高斯白噪声，

噪声的相关时间半径小于数据采集的时间间隔，各

阵元收到的背景噪声是相互独立的。 

设均匀声矢量线阵由 M 个基元组成，接收到 K
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个远场窄带信号，各个信号源相对于均匀线阵的入

射方位角为 1 2( , , , )K   ，则该阵接收的信号为： 
T( ) ( ) ( )t t t  X A S N           (1) 

式中， 3 1( ) Mt X  、 1( ) Kt S  和 3 1( ) Mt N  均为

平 稳 随 机 过 程 ； 该 阵 的 流 形 矢 量
3

1 1 2 2[ ( ) , ( ) , , ( ) ] M K
K Ka u a u a u       A   ；

( j2 sin( ) / ) j2 ( 1)sin( ) / T( ) [1,e , ,e ]k kd d M
k

      a p p 为声压阵

的 流 形 矢 量 ；  表 示 Kronecker 积 ；
T[1,cos ,sin ]k k k u 。 

对于 L 次快拍下的矢量阵接收数据，可以构造

一个三阶张量输出模型[5]： 
T

3  S               (2) 

式中， 3 表示张量与矩阵的3-模乘积[6]； 3M L  ；
3M K  和 3M L  分别满足如下等式： 

, , 3( 1) ,i j l j i lX    

, , 3( 1) ,i j l j i lA    

, , 3( 1) ,i j l j i lN    

2  基于高阶奇异值分解的信号张量子 
空间估计 

为得到信号张量子空间，需要对三阶张量进

行高阶奇异值分解[6](HOSVD)，即： 

1 1 2 2 3 3   U U U           (3) 

式中，张量核 3M L  ；1-模奇异矩阵 1
M MU ；

2-模奇异矩阵 3 3
2

U ；3-模奇异矩阵 3
L LU 。 

如果忽略噪声的影响，并假设信源数 K 为已知，

则三阶张量可以近似表示为： 
[ ] [ ] [ ] [ ]

1 1 2 2 3 3
S S S S   U U U         (4) 

式中，张量核 [ ] min(3, )S M K L  ；矩阵 [ ]
1

S M KU ；

矩阵 [ ] 3 min(3, )
2
S KU ；矩阵 [ ]

3
SU L K 。 

由此可以得到声矢量阵输出模型的信号张量子

空间[7-8]为： 
[ ] [ ] [ ] [ ]

1 1 2 2
s S S S  U U          (5) 

3  加权信号张量子空间拟合算法 

信号张量子空间与阵列流形张量张成的子空间

是同一空间，所以存在一个满秩矩阵T [9]，使得： 
[ ]

3
s   T                (6) 

由于噪声的存在，信号张量子空间 [ ]s 与阵列

流形张量张成的空间不相等，所以式(6)不一定成

立，为解决该问题，可以通过构造一个拟合关系，

找出式(6)成立的一个矩阵，使两者在最小二乘意义

下达到最小，即： 

2[ ]
3

ˆ, min s

F
   T T           (7) 

式中，参数 是需要求出的；而矩阵 T̂ 是一个辅助

参量。式(6)的张量最小二乘问题利用张量的矩阵3

模展开可以转化为矩阵最小二乘的形式： 

(3)

2[ ]
(3)

ˆ, min s

F
J    T T         (8) 

式中，单位矩阵 3 3
1

I ； 2
K KI ； 1 2( )J  I I ；

(3) 表示三阶张量的3-模矩阵展开[6]。 

固定矩阵 (3) 可求出矩阵 T̂ 的最小二乘解： 

(3)

[ ]
(3)

ˆ ( )s J   T              (9) 

式中，  表示矩阵的广义逆。 

将式(9)代入式(8)，可得： 
2[ ] [ ]

(3) (3) (3) (3)

[ ] [ ] [ ] [ ]
(3) (3) (3) (3)

min ( )

min tr{ } max tr{ }

s s

F

s H s s H s

J J

P P

 



      

  
 

   

   
  

(10)
 

式中， (3) (3)( ) ( )P J J     I


  。 

对式(8)进一步推广可得更一般形式的加权信号

张量子空间拟合问题： 
2[ ] 1/ 2

3 3
ˆ, min s

F
T    W T       (11) 

式中，加权矩阵 K KW ；K 为信号源数。可得关

于 的解： 
[ ] [ ]

(3) (3)

[ ] [ ]
(3) (3)

min tr{ }

    max tr{ }

s H s

s H s
A

W P

W P

    

 


 

 
     

(12)
 

式中， (3) (3)( ) ( )P J J      。与文献[2]类似，

当加权矩阵满足： 
2 2 1ˆ ˆ( )S S  W IS S          (13) 

式中， ˆ
SS 为信号特征值组成的对角矩阵[10]； 2 为

噪声的功率。式(13)即为最优权的加权信号张量子空

间拟合算法(WSTF)。 

4  加权信号张量子空间拟合算法实现 

利用无约束最小化问题的修正牛顿法[2]，式(12)

的加权信号张量子空间拟合算法可以用迭代的方式

实现： 
1

1k k k V   
   H            (14) 

H
(3)Re{diag( )}V MM P D          (15) 

H H H T
(3) (3)2Re{( ) ( ) }D P D MM  H 


    (16) 

式中， k 表示第 k 次迭代过程中的步长；H 表示代

价函数的海赛矩阵； V 表示代价函数的梯度；
1/ 2 [ ]

(3)
sM W  ；表示矩阵的Hadamard积。 
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1 1 2 2
1 2

d d
[ ( ) ( ) ( ) ( )
d d

d
( ) ( )]

d K K
K

D a u a u

a u

   
 

 


  



  

  

(17)

 

为保证方位估计收敛到局部最小值点，需要对

方位的初始值做出估计。借鉴信号子空间投影波束

形成算法的思想[11]，本文将阵列流形矢量投影到信

号张量子空间 [ ]s 中，并对投影分量采用奇异值加

权的方法，从而突出目标方位： 

[ ]
1 2

1

arg max ( )

arg max( (:,:, ) ( ) ( ))
K

s
i i

i

P

i a u

 

   


 

   
(18)

 

式中，奇异值 i i  ； i 为第 i 个信号对应的特征

值[12]。 

5  仿真试验与性能分析 

针对声矢量接收基阵输出，运用上节介绍的加

权信号张量子空间拟合算法进行仿真试验分析。 

对于某一单次试验，如果估计出的两信号源方

位 1̂ 与 2̂ 满足： 

1 1 2 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ               (19) 

则称该次试验中两信号源正确分辨。分辨概率是指

正确分辨次数占试验总数的百分比。 

当多个信号源方位能够正确分辨时，各信号源

方位估计均方根误差为： 
rst

( )

1rst

1 ˆ      1,2, ,
N

n
k k k

n

k K
N

  


       (20) 

式中， ( )ˆ n
k 表示第 k 个信号源在第 n次试验的方位估

计值； rstN 表示能正确分辨的次数。 

假设不相关 CW 信号源位于基阵远场的 40和
45方位，频率分别为1 kHz 和1.5 kHz ，且两信号

源功率相等。使用10元均匀声矢量线阵的输出估计

目标入射方位，阵元间距为0.5 m，以4 dB为步长在

16～16dB内改变信噪比，在每个信噪比上进行 

100次独立蒙特卡洛试验，每次试验的快拍数为200。

表1统计了在各个信噪比上的分辩概率以及对信号

入射方位估计的均方根误差。从表1中可以看出：加

权信号张量子空间拟合(WSTF)方位估计算法相比

于常规声压阵信号子空间拟合具有较高的分辩概率

和较小的均方根误差。 

加权信号子空间拟合(WSF)是一种可解强相关

信号源的算法，加权信号张量子空间拟合(WSTF)算

法同样保持了解强相关信号源优点。表2给出了在信

号相关系数为0.93时，上述仿真模型中的统计结果，

本文算法在信噪比为8 dB时就能以0.881的概率分

辩强相关信号，优于传统的声压阵信号子空间解相

关信号方法估计精度。 

表1  不相关信号子空间拟合算法比较 

信噪比/dB
分辨概率 均方根误差/(°) 

常规算法 本文算法 常规算法 本文算法 

16 
12 
8 
4 
0 
4 
8 
12 
16 

0.362 
0.451 
0.710 
0.924 
0.975 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

0.470 
0.612 
0.835 
0.972 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

1.921 
1.575 
1.138 
1.030 
0.621 
0.485 
0.205 
0.137 
0.092 

1.601 
1.203 
1.010 
0.725 
0.500 
0.304 
0.119 
0.073 
0.051 

表2  强相关信号子空间拟合算法比较 

信噪比/dB
分辨概率 均方根误差/(°) 

常规算法 本文算法 常规算法 本文算法 

16 
12 
8 
4 
0 
4 
8 
12 
16 

0.298 
0.430 
0.569 
0.863 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

0.400 
0.569 
0.881 
0.905 
0.987 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

1.966 
1.631 
1.259 
0.995 
0.724 
0.510 
0.365 
0.107 
0.101 

1.591 
1.227 
1.005 
0.731 
0.515 
0.326 
0.138 
0.090 
0.076 

6  结  论 

本文将通过高阶奇异值分解得到的信号张量子

空间应用到声矢量阵方位估计中，使得该算法可以

利用多维信号之间的关联关系，提取了声矢量阵输

出的有效信息，得到如下结论：1) 信号张量子空间

对噪声的抑制效果增强，进一步提高了信噪比，从

而加权信号张量子空间拟合的方位估计精度更高。

2) 信号张量子空间拟合算法不仅可以在低信噪比

时能够较好地分辨不相关源，而且能够在低信噪比

时分辩强相关源。 
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