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初始点任意的摄动梯度投影法

陈华富
＊

(电子科技大学应用数学系　成都　610054)

【摘要】　利用梯度投影与罚函数相结合的技巧 , 将带不等式和等式约束的优化问题化成一个无约

束问题 , 提出了初始点可任意的求解不等式 、等式约束优化问题的摄动梯度投影算法;参数 δk 取不同的

数还可以得到一类梯度投影算法 , 从而得出了在搜索方向和步长不精确条件下的梯度投影法 , 保证了在

实际应用中更容易实现;在较弱条件下 ,证明了该算法的全局收敛性。
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　　从 1960年 Rosen[ 1]提出梯度投影法以来 ,已取得了许多有效的算法 ,但由于计算的不精确性 ,

人们更注重对不精确的方向和步长进行研究 。对于步长不精确性的研究已取得较好的结果 ,但方

向的不精确性研究更为重要 ,文献[ 2 ,3]提出了对含不等式约束的摄动梯度投影法 ,开始了这方面

的研究;文献[ 4 ～ 6]利用不同的方法提出了初始点可任意的梯度投影算法 ,对初始的任意性进行了

研究。本文提出了初始点任意的带不等式 、等式约束的摄动梯度投影算法 ,解决了初始点的任意

性 、方向和步长的不精确性。

1　记号 ,假设
考虑

(NP):min
x ∈ R

f(x)

其中　R ={x ∈ E
n
 hi(x)≤0 , i ∈ L 1 , h i(x)=0 , i ∈ L 2}, L 1={1 , 2 , … , m}, L 2={m +1 , m +2 ,

…, m +p}, Jδ(x)={h i(x)≥-δ, i ∈ L 1 , h i(x) <δ, i ∈ L 2}。

设 J ={1 ,2 , …, m +p},若 rank{ h i(x)　i ∈ J}, = J , x ∈ R 。记 g(x)=-Δf(x), NJ

(x)={N i(x), i ∈J}, N i(x)=Δh i(x)/‖  h i(x)‖ , i ∈J , AJ(x)={A i(x), i ∈J}, A i(x)=N i

(x)+δig(x),(u i(x), i ∈ J)
T=(AJ(x)

T
AJ(x))

-1
AJ(x)g(x)。 AJ(x)为 NJ(x)的摄动 ,其中

δJ≥0 ,满足 rank AJ(x)= J ,相应令  p i(x)=I -N i(x)(N i(x)
T
N i(x))

-1
N i(x)

T , p i(x)=I -

A i(x)(A i(x)
T
A i(x))

-1
A i(x)

T
, B i(x)=(A i(x)

T
A i(x))

-1
A i(x),  u i =(N i(x)

T
N i(x))

-1
N i

(x), u i(x)=(A i(x)
T
A i(x))

-1
A i(x)

T
g(x)=-B i(x) f(x),对于实数 a ,记 a+=max{0 ,

a}, ρ(x)=ψ(x)+φ(x)+max{(-uj(x))+ , u j(x)g j(x) 　j ∈ L 1},其中 ψ(x)=max{h i

(x)+ , j ∈ L 1}, φ(x)={ h i(x) , j ∈ L 2}。

本算法在 x 点的可行方向设为



dJ(x)=-PJ(x)-ρJBJ(x)VJ(x) (1)

　　其中　VJ(x)=(vj(x), j ∈J)。

vj =

(-u j(x))++h j(x)　　　　　j ∈ J ∩ L 1且 h(x)>0

(-u j(x))+ u j(x)hj(x)　　　j ∈ J ∩ L 1 且 h(x)≤0

h j(x)　　　　　　　　　　　j ∈ J ∩ L99 2

(2)

定义罚函数

Gc(x)= f(x)+C∑
j ∈ L

1

hi(x)++∑
j ∈ L

2

|h i(x)| (3)

假设(H1):f(x), h i(x)i ∈ L 1 ∪ L 2 ∈C
1;(H 2):{ h i(x), i ∈ J 0 ∪ L 2}线性无关 。

其中 , J 0={i hi(x)=0 , i ∈ L 1 }。

2　算　法
常数 C0>0 , δ0>0 , ε>0任取 x ∈E n ,  Cj(x)=max{u j(x)+ , j ∈J 0 ∪ L 2}。

1)计算 Jk =Jδ
k
(xk);

2)若 N J
k
(x k)

T
NJ

k
(xk)1 ≤δk 或δ

T
J UJ(x)>1 ,则令 δk=δk/2转 1),否则转 3);

3)计算 UJ
k
(xk), PJ

k
(x k), ρk(xk);

4)若 Pk f(xk)=0 , ρk(x k)=0 ,则 xk 是K -T 点 ,否则转 5);

5)若  Ck >CK-1 ,令 Ck =max( Ck , Ck-1+ε);否则令 Ck=CK -1;

6)求 λk:使得满足不等式 Gc(xk+λkd
k)≤Gc(xk)和 Gc(x k+λkd

k)≤minGc(x k+λd
k)+εk 。

其中 ,0≤λ≤1 , εk≥0 ,当 k ※∞时;εk※0;

7)xk+1=xk +λkd
k , δk+1:=δk , k :=k +1转 1)。

3　性　质
引理 1　若 rank NJ(x)= J , δ

T
J  UJ(x)≠-1 ,则必有 rank AJ(x)= J 。

证明　若存在向量 XJ≠0 , 使得 AJ(x)XJ =0 ,则有∑
i ∈ J
αiN i(x)=(∑

i ∈ J
αiδi)g(x),又因为 rank

NJ(x)=|J |,故∑
i ∈ J
a iδi ≠0 ,可得 g(x)=∑

i ∈ J

αi
-αTJδJ

N i(x),于是有  PJ(x)g(x)=0。由于 g(x)

=∑
i ∈ J
 u i(x)N i(x),所以  u i(x)=

αi
-αTJδJ

　i ∈ J ,即  UJ(x)=
αJ
-αTJδJ

。因此 , δTJ  U(x)=-1矛盾 。

引理 2　若 J  J 0(x), δ
T
JUJ(x)=-1 , ρk(xk)=0 , PJ(x)g(x)=0 ,则 x 是(NP)的 K -T 点 。

证明　由ρ(x)=ψ(x)+φ(x)+max{(-uj(x))+ , u j(x)hj(x) j ∈ L 1}, ρ(x)=0 ,以及ψ(x)

和 φ(x)定义得 h i(x)≤0 , i ∈ L 1;h i(x)=0 , i ∈ L 2 , u j(x)≥0 , uj(x)h j(x)=0 , j ∈ L 1 ,即 x 是可

行点 。由 PJ(x)g(x)=0 , 知 g(x)=∑
i ∈ J
u i(x)A i(x),把 A i(x)=N i(x)+δig(x)代入可得(1

-δTJ)UJ(x)g(x)=∑
i ∈ J

u iN i(x)。

若 δTJUJ(x)=0 ,由 rank NJ(x)= J ,知 UJ(x)=0 ,得 g(x)=0。

若 δTJUJ(x)<1 , 则 g(x)=∑
i ∈ J

u i(x)
1 -δTJUJ(x)

N i(x),因此必有  PJg(x)=0。又由于 g(x)=
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∑
i ∈ J
 u i(x)N i(x),推出  u i(x)=

u i(x)
1 -δTJUJ(x)

　i ∈ J 。

由引理条件得 u j(x)h j(x)=0 , u j(x)≥0 j ∈ L 1 ,所以 x 是(NP)的 K -T 点 。

引理 3　若 i ∈ L 1 ,则 ‖PL/(i)g(x)‖
2
=‖PLg(x)‖

2
+U

2
i ‖PL/(i) h i(x)‖

2

引理 4　Gc(x)在点 x 处沿方向d 的方向导数

DGc(x ;d)= f(x)
T
d +C∑

j ∈ L+
1

 h i(x)
T
d +C∑

j ∈ L0

1

( hi(x)
T
d)++C∑

j ∈ L+
1

 h i(x)
T
d +

C∑
j ∈ L+

2

| h i(x)
T
d |-C∑

j ∈ L-
2

 h i(x)
T
d

其中

L
+
i =L

+
i(x)={i|i ∈ L i , h i(x)>0}

L
0
i =L

0
i(x)={i|i ∈ Li , hi(x)=0}

L
-
i =L

-
i(x)={i|i ∈ L i , h i(x)<0}

　　定理 1　若 δTU(x)≤1 ,DGc(x ;d)=0 , ρ(x)=0 ,则 x 是(NP)的 K -T 点 。

证明　由式(1)～ (3)及引理 4有

A(x)
T
d(x)=-A(x)

T
P(x) f(x)-ρ(x)A(x)

T
B(x)

T
V(x)=-ρ(x)V(x) (4)

 f(x)
T
d =-‖P  f(x)‖

2
+∑

i ∈L
2

ρu jv j (5)

于是

DGc(x ;d)=-‖P  f(x)‖
2 +∑

i ∈ L
2

ρu jv j -ρC{∑
j ∈ L+

1

vj -∑
j ∈ L0

1

(-vj)+-∑
j ∈L -

1

vj +∑
j ∈ L+

2

-∑
i ∈ L-

1

vj}=

-‖P f(x)‖
2
-ρ{∑

j ∈ L+
1

(C -u j)(h j(x)+(-u j)+)+

∑
j ∈ L0

1

(-u j)+(-u j)+∑
j ∈ L-

1

(-u j)((-u j)++uj(x)h j(x))+

∑
j ∈ L+

2

(C -u j)h j(x)+∑
j ∈ L-

2

(C +u j)(-hj(x))}=

-‖P f(x)‖2 +ρ{∑
j ∈ L+

1

(u j -C)(h j(x)+(-u j)+)- ∑
j ∈ L0

1
∪L

1

u
2
j++

∑
j ∈ L-

1

(uj)
2
hj(x)+∑

j ∈ L+
2

(-C +uj)hj(x)+∑
j ∈ L-

2

(C +u j)h j(x)} 

-‖P f(x)‖2 +ρ(M1 +M 2 +M 3 +M 4 +M5)

由 C和 C定义可得

 j ∈ L +i 有C≥Cj+C0 , uj-C≤-C0<0;j ∈ L -i 有C≥-uj+C0 ,即 uj +C≥C0>0 , 因此

∑ i ≤0 ,(i =1 ,2 ,3 ,4 ,5)则 DGc(x ;d)≤0 。由 ρ≠0 ,可以证明 DGc(x ;d)<0。

若DGc(x ;d)=0 , 则P  f(x)=0 , ρ=0 。故ψ(x)=0 , φ(x)=0 , max{(-u j(x))+,

 u j(x)h j(x) 　j ∈ L 1}=0 , x是可行点 。于是有u j(x)≥0 , u j(x)h j(x)=0 , P(x) f(x)=0 ,

j ∈ L 1 。

由引理 1知 x 是(NP)的 K -T 点。
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4　算法的收敛性
引理 5　在有聚点情况下 ,存在正整数 K 0 ,当 k ≥k 0时 , Ck≡Ck0 C0 。

证明　假设命题不成立 ,由算法 Ck 的调整方法知 ,存在无穷子序列 K ,使 Ck=max{ C k , Ck-1

+ε},  C>Ck-1 ,  k ∈K 成立 ,由于ε>0有 Ck≥Ck-1+ε,  k ∈K
' ,因此 k ※+∞,有 Ck※∞,以

及  C※+∞,由于 xk 包含在一紧集中 ,故 K  K ' ,使得{xk , K}收敛 ,设 x
＊为极限点 ,且由于 J 0

(x k)选取的有限性 ,不妨设 k ∈K , J 0(xk)均相同 ,令 u
＊= lim

k ∈ k k※∞
B(xk)g(xk)当 k 沿K 趋于无

限时 uk※u
＊
,从而有当 k ∈K , k 充分大时 ,max{ u

k
j , j ∈ J 0(xk)}+ C 将不会趋于无穷 ,这与  C k

※+∞, k ∈K  K′矛盾。

设{xk}K ※x
＊具有下面的性质:

1) k ∈K 　J 0(xk)不变化 ,记为 J
＊

2)k ≥k 0 时 ,  k ∈K 有Ck C0

记　d ＊=Pg(x ＊)-ρ＊B(x ＊)Tv(x ＊)

ρ＊ =ψ(x ＊)+φ(x ＊)+max{(-u j(x
＊))+, |u j(x

＊)h j(x
＊)|j ∈ L 1}

　　引理 6　对 J  J 0(x),记  L = J ∪ L 2 , ρ=ψ(x)+φ(x)+max{(-u j(x))+ , u j(x)h j(x) j

∈ J , d =PLg(x)- ρ B(x)V(x),  B(x)=(AL(x)
T
AL(x))

-1
A L(x),若 DGc(x ,  d)=0 ,则 x 为

(NP)的 K -T 点

证 明　由定理1知DGc(x ; d)≤0 ,当DGc(x ; d)=0 ,则 ‖ PLg(x)‖=0 , ρ=0;由引理3知

‖PL
2
∪ J

0
g(x)‖=0 ,则 u i=0 , i ∈ J 0/ J ,因此 , ρ=ρ,故 DGc(x ; d)=0。再由引理 2知 x 为(NP)

的 K -T 点 。下面完成定理证明。

如果 x
＊
不是(NP)的 K -T 点 ,则令 d

＊
= lim

k ∈K , k※∞
dk ,显然有 J

＊
 J 0(x

＊
)。由引理6可以知

道 DGC(x
＊;d ＊)<0 ,则由 Gc(x)的连续性知存在 λ

＊ ,0<λ＊<δ,使得

Gc(x
＊+λ＊d ＊)-Gc(x

＊)<λ＊DGc(x
＊;d＊)/2

由 dk※d
＊ ,当 k ∈K , k ※+∞时 ,存在 k1 ∈K ,当 k ≥k1 , k ∈K 时有 Gc(xk +λ

＊
d
＊)-Gc(xk)<

1
4
λ＊DGc(x

＊;d＊)。

　　由 min
0<λ<δ

Gc(xk +λd
k)≤Gc(xk +λ

＊
d
＊)

GC(xk +λ
k
d
k)-Gc(x k)≤Cc(xk +λ

＊
d
＊)+εk -Gc(xk)

　　由于 εk※0 ,存在 k2 ∈ K , k2<k1 ,使得当 k 1≥k 2 , k ∈K 时有

Gc(x k +λ
k
d
k)-Gc(xk)≤

λ＊

5
DGc(x

＊;d＊) (6)

　　由 0<λk<δ知序列{xk +λ
k
d
k , k ∈ K},存在一收敛子序列{xk +λ

k
d
k , k ∈K″}其极限点记为

 x ,设 k ≥k 2 ,  k ∈K″,在式(8)中让 k 沿K″趋于无穷得

Gc( x)-Gc(x
＊)≤

λ＊

5
DGc(x

＊;d ＊)<0 (7)

　　但 Gc(x k)是单调下降序列 ,故 Gc( x)=Gc(x
＊)与式(7)矛盾 ,因此 DGc(x

＊;d ＊)=0所以

x
＊为(NP)的 K -T 点 。
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A Pertrubed Gradient Projection Method with Arbitrary

Initial Point for General Constrained Optimization Problems

Chen Huafu
(Dept.of Applied Math., UEST of China　C hengdu　610054)

　　Abstract　In this paper , the gradient projection and penalty function are used to make optimization

problems fo r inequali ty and equali ty const raints into optimination problem w ithout constraints.The al-

go rithm of perturbed gradient projcetion wi th aribit rary initial point for inequality and equality con-

st rained problem is given ,which can get a sort of g radient projection method in accurate search direc-

tion and step ,when parameter δk is dif ferent chosed.I t is proved to be convenient in application.The

algori thm is gobally convergent under very weak conditions.

　　Key words　inequality and equality const raints;　perturbed g radient projection;　arbit rary ini-

tial point

编辑　徐培红

649第 6 期 陈华富 :　初始点任意的摄动梯度投影法


