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基于满足性判定的布尔网络环求解算法 
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【摘要】环是布尔网络状态转换过程中的稳定态，在模式检测、基因调控网络和可达性分析等领域都有重要的意义。计

算布尔网络状态转换中的所有环是一个NP完全问题。该文基于全解布尔满足性判定(SAT)算法，设计了一种求解所有小于等

于指定步长环的算法。算法基于布尔网络的状态转换函数和状态环属性生成合取范式形式(CNF)的问题集，通过融合冲突子句

学习(CDCL)、非时序回退、阻塞子句和变量分类等技术，降低算法的计算复杂度。实验结果表明，该算法能够高效地计算指

定步长的环。对于无法计算所有环的复杂网络，指定步长计算环的方式将更有应用价值。 
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SAT-Based Algorithm for Finding Cycles in a Boolean Network 
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Abstract  A cycle which is a steady state in Boolean network state transition is important in modeling 

checking, genetic regulatory networks and reachability analysis. Obtaining all the cycles in Boolean network state 
transition is a NP complete problem. In this paper, we proposes an algorithm for solving all the cycles which have 
less than or equal to the assigned step length based on all-solution Boolean satisfiability (SAT) algorithm. By 
extending the state transition function of a Boolean network and the property of cycles, this algorithm creates a 
problem set in conjunctive normal form (CNF) and incorporates techniques such as conflict-driven clause learning 
(CDCL), non-chronological backtracking, blocking clause and variable classification to decrease computational 
complexity. Experiment result shows that this algorithm is efficient for solving the cycles. For large scale complex 
network that is hard to get all the cycles, this algorithm delivers more practical value. 
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布尔网络的稳定状态包括两种：不动点和环。

不动点是环的一种特例，即环步长为1。布尔网络环

的计算是一个NP完全问题[1-2]。近年来，随着布尔满

足性判定SAT算法的不断优化，越来越多的布尔网

络问题都可以用SAT算法求解，如无边界的符号模

式检测、可达性分析、量词消除、基因调控网络求

环等[3-8]，但对于复杂布尔网络的所有环的求解仍然

具有非常高的计算复杂度。本文的目标是基于SAT
全解算法计算所有小于指定步长的环。 

1  相关技术 
1.1  基本术语 

使用SAT算法求解，绝大部分应用都需要转换

成通用的SAT问题描述形式，即CNF范式。CNF范式

由所有子句的合取形式构成，其中每个子句是若干

文字(变量或非变量)的析取。每个文字是变量本身或

者是变量的非。CNF范式的格式为： 

1 21
,

N

i i ki
F C C l l l

=
= ∧ = ∨ ∨ ∨        (1) 

式中，F表示要求解的满足性问题； iC 表示子句；N
表示范式中包含的子句的数量； kl 表示文字，

{ , }kl v v∈ ¬ ( v是一个变量)； k表示子句中包含文字

的数量( k n≤ ， n为变量的数量)。 
1.2  基于冲突子句学习和非时序回退的DPLL算法 

Davis-Putnam-Longeman-Loveland(DPLL) 算 法

是完全SAT求解算法的基本架构。几乎它是所有现
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代的完全求解算法的基础，包括单文字子句消除、

肯定-否定规则、原子公式消除等boolean constraint 
propagation(BCP)规则。而CDCL和非时序回退的技

术能够有效的降低搜索空间，进而降低SAT算法的

时间和空间复杂度[9]。 
BCP算法实现子句单元广播，即根据已赋值的

变量推导未赋值的变量值。如果BCP推导时出现冲

突，则调用CDCL算法进行冲突学习并生成冲突子

句。冲突子句可以避免重复的路径搜索。CDCL算法

基于蕴含图(implication graph)技术实现冲突子句的

学习和非时序的决策级回退。蕴含图描述在搜索过

程中的部分变量赋值及蕴含关系，选择不同的决策

变量选择和不同的BCP顺序将生成不同的蕴含图，

因此搜索过程中蕴含图是动态变化的。 
1.3  基于单解求解器的全解求解算法 

计算满足性判定问题F的所有满足解，可以基于

单解求解器通过如下步骤实现： 
1) 判断F是否满足。若不满足，则输出不满足；

否则，计算一个满足解 1 2, , , nx x x ， n是问题中的

变量数。 
2) 用 iv 表示满足解中的一个变量赋值。若解

0ix = ，则对应的变量表示为 iv¬ ；否则表示为 iv 。
因此，一个满足解可以表示为由变量或变量的非形

成的一个合取子句 s。 
3) 将满足解形成的合取子句取反，即所有变量

取反并形成一个析取子句 c。 
4) 将析取子句 c加入到求解的问题集 F ，形成

新的问题集 F F c= ∧ 。 
5) 判断新的问题集 F ′ 是否存在满足解。若存

在，则转到步骤2)；否则输出所有已计算的满足解。 
上述求全解的过程存在如下问题： 
1) 每一次满足解的计算都是以整个问题为基

础，对前一次求解过程中的搜索空间没有记录。 
2) 没有根据求全解的特点进行搜索算法优化。 
针对上述问题，文献 [3]提出了阻塞子句

(blocking clause)的方式。当单解SAT求解器获得一个

满足解时，并不停止求解过程，而是将该满足解对

应的变量合取表示方式取反形成一个析取子句作为

阻塞子句加到问题集中，继续求解过程。通过这种

方式可以保留前一次求解过程中所学习的冲突子

句，并不再搜索已经搜索过的路径空间。然而，由

于满足性问题的满足解可能非常多，从而导致阻塞

子句需要较大的内存空间，并且大量的阻塞子句也

会增加问题的求解复杂度。文献[4]为降低阻塞子句

的数量，使用子句聚合方式对产生的阻塞子句集进

行蕴含化简，缩短阻塞子句的长度，进而降低阻塞

子句的数量。文献[10]提出了基于算法避免再次获得

重复满足解的方式，降低内存开销并保持求解复杂

度不变。它没有使用阻塞子句的方式避免计算重复

解，而是基于决策变量与求得解的蕴含关系生成冲

突子句，进而避免后续的计算出现重复的解。这种

生成冲突子句的方式在本质上等同于生成阻塞子句

的方式。同时，它提出了求解问题中变量划分的方

法，它将要求解问题中的变量划分成两类：重要变

量集和不重要变量集。在搜索过程中先选择重要变

量进行决策赋值，当重要变量全部赋值完成后才对

不重要变量进行决策赋值。然而该算法是基于CNF
范式的求解，其重要变量和非重要变量没有结合具

体问题进行定义。文献[11]为降低阻塞子句的数量并

降低后续计算的搜索空间使用最短阻塞子句的方式

计算全解，它基于覆盖算法最小化满足片段减少阻

塞子句中的文字数，但该算法使用的覆盖算法本身

复杂度也比较高，对于问题子句数和变量数多的求

解问题计算复杂度较大。 
上述求全解算法只考虑了如何避免已求得的满

足解的问题，而计算不动点、基因调控网络吸引区

求解等问题在计算过程中不能仅避免已求得的满足

解，还需要避免已经计算的不动点或状态环。 

2  布尔网络环求解算法 
2.1  基于状态转换函数和环属性创建求解问题 

布尔网络描述的是变量之间的相互依赖关系，

每个变量的值只能是0或1。变量的下一个时刻的值

由依赖节点的当前时刻的值确定，即： 

1 2( , , , )i i mv f v v v′ =              (2) 

式中， iv′ 表示节点i的下一个时刻的状态值； 1v ，

2 , , mv v 表示节点i依赖的m个节点的当前时刻的值。 

布尔网络的环是布尔网络状态转换过程中的稳

定状态。如果环的步长为N，则布尔网络至少需要经

过N个时刻的状态迁移才能进入环状态。因此，根据

布尔网络的状态转换函数，可以通过N步展开的方式

生成包含N+1个布尔网络状态的转换路径，即： 

11
path ( , )

N

k k kk
T s s−=

= ∧             (3) 

式中，path表示布尔网络状态转换图中的一条路径；

0s 表示网络的初始状态； 1 2, , ,k k k kns v v v= 表示第k
时刻网络的状态。 

同时，步长小于等于N的所有环的属性p可以描
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述成为： 

0
( )

N

N N kk
p s s −=

= ∨ =             (4) 

根据式(2)～式(4)可以得到计算步长小于等于N
的环的求解问题集，并可以通过引入辅助变量的方

式将其转换成CNF形式。 
2.2  基于SAT全解算法的环计算 

基于阻塞子句、冲突蕴含图生成阻塞子句和变

量分类等SAT全解算法的实现技术，结合布尔网络

转换关系和环属性描述方式，本文提出了求解步长

小于等于N的环的求解算法。其算法的基本流程为： 
Input:  CNF范式F，变量集V，环步长N； 
Output：全部满足解all-solution或不满足UNSAT； 
初始化:  
 L=NULL; //L是确定赋值的文字集合； 
 DecisionLevel = 0; //DecisionLevel是搜索的深度； 
 Status = SAT; 
生成CNF问题集 F ： 

11 0
transtoCNF(( ( , )) ( ( )))

N N

i i N N ki k
F T s s s s− −= =

= ∧ ∧ ∨ = setDe

cisionVars( F ); 
IF (BCP( F ,L)==CONFLICT) THEN Return UNSAT； 
WHILE (Status == SAT) 
Begin 
 preClauseCount = sizeof ( )F ; //获得原始问题的子句

数量；           
 WHILE (sizeof(L) < sizeof(V)) //sizeof()获得变量的

数量； 
 Begin 
  l =PickBranchLit( F ,V\Var(L)); //从未赋值的变量

中选择一个变量赋值，Var(L)是已赋值的变量集合； 
  Add( l , L); DecisionLevel++; //增加赋值变量到解

集L； 
  IF (BCP( F , L) == CONFLICT) 
  Begin 
   DecisionLevel = CDCL( F , L); 
   If (DecisionLevel < curDecisionLevel) 
   Begin 
     removeClausesFrom(preClauseCount); 
    c =GenBlockClause(D); 
    F F c= ∧ ; 
   End 
   IF (DecisionLevel==0) Status = UNSAT, Break; 
   ELSE BackJump(DecisionLevel); 

  End 
 End 
 curDecisionLevel = DecisionLevel; 
 s = L ;//获得一个满足解； 
 c =GenBlockClause(D); 
 F F c= ∧ ; 
BackJump(DecisionLevel − 1); 
End 
IF (Sizeof(All-Solution) > 0) Return All-Solution; 
ELSE Return UNSAT; 

PickBranchLit( )函数实现决策变量的选择并为

其赋值。根据转换CNF过程中存在大量辅助变量的

特性，选择决策变量时采用了变量分类的方式减少

决策变量的选择空间。setDecisionVars( )函数用于设

置变量的属性，即该变量是否可以作为决策变量。

GenBlockClause( )函数根据当前的决策变量赋值获

得阻塞子句。参数D表示决策级为k时的所有决策变

量赋值对应的文字集合 1 2{ , , , }kD d d d= ，则

GenBlockClause( ) 函 数 生 成 的 阻 塞 子 句 为 c =  

1 2 kd d d¬ ∨ ¬ ∨ ∨ ¬ 。 
2.3  基于变量分类的决策文字选择优化 

为提高搜索速度并降低搜索空间，本文将待选

择变量分为两类：决策变量和蕴含变量。决策变量

是布尔网络状态转换过程中对应的状态变量，蕴含

变量是布尔网络转换成CNF范式过程中引入的辅助

变量。本文中布尔网络的描述形式采用的是类似于

berkeley logic interchange format (BLIF)的格式，转换

关系示例如表1所示。 

表1  布尔网络转换关系描述示例 

类BLIF文件格式 说明 
.v  3 

.n  1  0 
.n  2  2  1  3 

0 1   1 
1 0   1 

.n  3  2  1  2 
0 0   1 
1 1   1 

.v指示当前布尔网络的节点数 
.n指示节点之间的依赖关系，.n后面的第一

个数字表示节点号，第二个数字表示节点

依赖的其他节点数，后面部分给出的是所

有依赖节点号。.n下面的行描述所有可以

使节点的下一个状态值为真的依赖节点赋

值序列。其他所有依赖节点的赋值序列都

会导致节点的下一个状态赋值为假。 

 
表1能够准确的描述布尔网络节点之间的依赖

关系，并根据该依赖关系得到对应的布尔网络状态

转换函数。在同步布尔网络中，给定一个布尔网络

的转换步数N后，可以根据转换关系展开得到布尔网

络的状态转换图，并将其转换成CNF形式。然而在

转换过程中将会引入大量的辅助变量。表1中的每一

个转换定义项都需要引入一个辅助变量。下面以表1
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中节点2的下一个状态转换函数为例描述转换过程： 
1) 若 节 点 的 当 前 状 态 为 1 ， 则 表 示 为

( {1,2,3})iv i∈ ，否则表示为 iv¬ 。 
2) 若节点的下一个状态为 1 ，则表示为

( {1,2,3})iv i′ ∈ ，否则表示为 iv′¬ 。 
3) 根据表1中(.n 2 2 1 3)的描述，其转换函数

2 1 3( , )v f v v′ = ， 同 时 其 后 的 两 行 分 别 表 示

2 1 3 1v v v′ = ¬ ∧ = 和 2 1 3 1v v v′ = ∧ ¬ = ，即节点2的转换

关系函数可表示为： 
2 1 3 1 3( ) ( )v v v v v′ = ¬ ∧ ∨ ∧ ¬         (5) 

4) 针对转换关系函数中的每一个合取项引入一

个辅助变量 1 2,y y ，并令 1 1 3 2 1 3,y v v y v v= ¬ ∧ = ∧ ¬ ，

则节点2的转换关系函数可表示为： 
3v′ =  

1 1 3 2 1 3 2 1 2( ) ( ) ( ' )y v v y v v v y y= ¬ ∧ ∧ = ∧ ¬ ∧ = ∨   (6) 

5)步骤4)的转换关系转换成CNF范式的子句

集为： 
4 1 1 1 3 1 1 3( ) ( ) ( )v y v y v y v v′ = ¬ ∨ ¬ ∧ ¬ ∨ ∧ ∨ ∨ ¬ ∧  

2 1 2 3 2 1 3( ) ( ) ( )y v y v y v v¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ¬ ∧ ∨ ¬ ∨ ∧  

1 2 2 2 1 2 2( ) ( ) ( )y v y v y y v′ ′ ′¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ∧ ∨ ∨ ¬    (7) 

根据上述转换过程可以看出，辅助变量的赋值

是由节点状态值所蕴含的，因此在SAT求解过程中

只要确定了节点状态值，则辅助变量的赋值能够根

据蕴含关系确定，因此在PickBranchLit( )函数选择

决策变量的过程中不需要选择辅助变量作为决策变

量，进而降低SAT求解的搜索空间。 
2.4  基于蕴含图的决策变量生成阻塞子句优化 

根据计算全解和增加子句的过程，可将要求解

的问题分成两部分：原始的问题 F 和阻塞子句集 B。 
SAT问题 F 的一个满足解 1 2( , , , )i ns x x x 可以用合取

子句 1 2i nc l l l= ∧ ∧ ∧ 表示，如果 1ix = ，则子句中

对应的文字 i il v= ；否则 i il v= ¬ 。因此，所有已获得 

的 m 个满足解的集合将形成一个析取disjunctive 
normal form(DNF)范式，其格式为： 

1

m

ii
S c

=
= ∨                  (8) 

基于满足解集，可以得到阻塞子句集 B S= ¬ 。

在计算是否存在 1m + 个满足解时，需要将 B加入到

问题集 F 中，即 F F B= ∧ ，以避免获得重复的解。

显然， S中包含的子句越多且每个子句中的文字数

越多，则计算 1m + 个满足解的时间和空间复杂度

越大。 
优化的目标之一是降低阻塞子句中文字的数

量。冲突子句学习的SAT求解算法会在求解过程中

基于选择的决策变量进行蕴含推理，进而生成局部

蕴含图。蕴含图示例如图1所示。 
图 1 中待求解的 CNF 范式由 4 个子句构成

1 2 3 4F C C C C= ∧ ∧ ∧ 。 @ix a l= 表示决策级为 l时

ix 的 值 为 a 。 子 句 数 据 库 为 1 1 2C x x= ∨ ，

2 2 3C x x= ¬ ∨ ¬ ， 3 3 4 5C x x x= ∨ ∨ ， 4 5 6C x x= ¬ ∨ 。 

决策级为1时，决策变量及分配的值为{x1=0@1}，
蕴含分配的值为{x2=1@1, x3=0@1}。决策级为2，决

策变量及分配的值为{x4=0@2}，蕴含分配的值为

{x5=1, x6=1}。最后获得可满足解{x1=0, x2=1,x3=0, 
x4=0, x5=1, x6=1}。 

x1=0@1 x2=1@1 x3=0@1

x4=0@2

C2C1

C3

C3

x5=1@2

C4

x6=1@2

 
图1  SAT求解过程中的蕴含图示例 

根 据 图 1 可 以 看 到 ， 当 前 的 可 满 足 解

1 2 3 4 5 6{ , , , , , }s v v v v v v= ¬ ¬ ¬ 是由两个决策变量的赋

值 1 4{ 0@1, 0@ 2}d x x= = = 确定的。因此，为避免

下一次计算出现重复的解，则生成的阻塞子句是

1 4v v¬ ∧ ¬ 的非，即 1 4v v∨ 。显然，使用决策变量生

成阻塞子句的方式极大的降低了阻塞子句中文字的

数量。 
优化目标之二是减少阻塞子句的数量。在基于

冲突子句的SAT求解过程中，当获得一个满足解时，

采用时序回退的算法计算下一个满足解。即全解搜

索方式采用深度优先搜索算法。在深度优先搜索时，

如果冲突回退的决策级比当前的决策级小，则表明

当前决策级之下已经不存在满足解，则可以删除当

前产生的所有阻塞子句，并基于回退的决策级

backlevel 生 成 一 个 阻 塞 子 句 1 2c d d= ¬ ∨ ¬ ∨  

backleveld∨ ¬ ，表示backlevel之后的所有满足解都已经

被计算，并使用一个阻塞子句 c避免所有搜索过的

满足解空间。 

3  实验结果分析 
基于Minisat求解器[12]实现了不动点和步长小于

等于K的周期性环的SAT全解算法period cycles 
algorithm based on decision node and important 
variable(PC-DI)。并选择了一个基于SAT计算所有环

的求解器BNS[5]作为比较工具。实验使用与文献[5]
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的测试案例和N-K随机布尔网络作为测试基准。N-K
网络使用R环境中的BoolNet包随机生成8个最大环

长不超过100的布尔网络。测试平台的配置为Intel 
Xeon CPU@3.3 GHz 8-Core(测试时只用了一个核)，
内存为128 GB，操作系统是Ubuntu 12.04。 

实验分析了两方面的性能：所有周期性环求解

性能和指定步长周期性环求解性能。 
为了使用本文的算法计算所有的周期环，首先

使用BNS计算出所有环并获得最大的环长，然后以

最大环长为指定步长运行本文的求解器，测试结果

如表2所示。 

表2  所有环求解计算结果 

布尔网络 节点 
数量 环的最大步长 BNS/s PC-DI/s 

Arabidopsis 15 1 0.005 0.002 
Bud yeast 12 1 0.012 0.002 
Drosophila  52 1 0.057 0.002 

Fission 10 1 0.005 0.002 
Mammalian  10 7 0.004 0.005 

T-helper 23 1 0.005 0.002 
T-cell-r 40 6 0.011 0.007 

Random1 200 25 13.204 8.52 
Random2 200 60 268.231 216.687 
Random3 400 48 12.565 5.176 
Random4 400 57 675.413 36.719 
Random5 600 16 8.434 1.302 
Random6 600 66 587.873 484.624 
Random7 800 40 5.738 3.202 
Random8 800 36 287.427 22.721 

 

600 

Random 2 

运
行
时
间

/s
 

Random 4 Random 6 Random 8

500 

400 

300 

200 

100 

0 
1 69656157 53 49 45 41 37 3329 25 21 17 13 9 5 

指定的环步长  
    图2  指定步长环的运行时结果 

实验结果显示本文算法在计算环的最大步长小

于100的真实案例和随机案例中都具有较大的性能

优势。 
基于表2的测试结果，选择其中4个BNS计算时

间在100 s以上的案例(Random2, Random4, Random6, 
Random8)进行指定步长环计算的分析。对每一个测

试案例指定不同的步长进行测试。指定的步长初始

值为1，每次增加4个步长，最大指定步长设置为

69(大于所有测试案例的环的最大步长)。测试结果如

图2和图3所示。 
图2比较的是指定最大环步长时计算所有周期

环的时间，图3比较的是指定最大环步长时计算出的

周期环的数量。Random2、Random4、Random6和
Random8的所有周期环分别是5 632个、24个、2 280
个和478个。图2显示Random4和Random8的运行时

间增加比较平缓，Random2和Random6分别在指定

步长为61和69时运行时间增加较大。结合图3可以看

出，Random2和Random6分别在指定步长为61和69
时周期性环数显著增加。 

6 000
Random 2

环
的
总
数

 

Random 4 Random 6 Random 8

5 000

4 000

3 000

2 000

1 000

0
1 696561575349 45 41 37 33 29 2521171395

指定的环步长  
        图3  小于等于指定步长环的总环数 

实验结果显示，本文算法对于环长分布比较均

匀的布尔网络具有较低的计算复杂度，并且指定的

步长与运行时间成线性增加的关系。同时，对于运

行时间较长且环长分布不均匀的案例(步长大的环

占所有环的比例较高)，其主要的时间开销集中在步

长大的周期环计算过程中。 
基于实验结果可以看到，当指定的步长小于最

大状态环步长时，算法计算复杂度较低。因此本文

算法可以通过指定步长的方式求解更复杂的布尔网

络的状态环。对于无法在有限的时间内计算所有周

期环的案例，本文将具有更大的优势。 

4  结 束 语 
本文提出了一种高效的周期性状态环求解算

法。为降低决策变量的选择空间提升搜索速度，该

算法将布尔网络转换成CNF过程中引入的辅助变量

标记为非决策变量。通过引入基于蕴含图技术建立

阻塞子句的方式，该算法能够降低阻塞子句的数量

并实现非时序题集的方式，可以充分利用SAT全解

求解算法计算状态环。实验结果表明，该算法具有

较低的计算复杂度，并且能够对复杂的网络进行指

定步长的状态环求解。 
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