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两个生产厂商条件下的古诺模型研究
*

唐小我* *

(电子科技大学管理学院　成都　 610054)

【摘要】　研究了两个厂商条件下古诺模型的均衡解和动态变化过程 ,证明了无论第一个厂商关于

产量作何种初始选择 ,均衡解都存在且唯一 ;还证明了厂商的产量变化过程必然是单调变化过程 ,拓展

了关于古诺模型研究的有关结论 ,为多个厂商条件下的古诺模型研究提供了分析思路。
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1　古诺模型的基本假定和几个相关命题
　　西方经济学将寡头市场定义为少数厂商完全控制一个行业的市场结构。 寡头市场被认为是一
种普遍存在的市场。寡头市场的极限是双头市场 ,整个行业为两家厂商所控制。法国经济学家古诺
( Augustin Curnot )最早提出了一个数学模型 ,用以考察一个行业中仅有两个生产厂商的所谓双头

垄断的情况。 该模型后来被命名为古诺模型。 古诺模型假定 ,寡头市场仅有两个生产厂商 ,他们生

产同质的产品 ;两个厂商的总成本和边际成本都为 0(注:这一假定并不是实质性的 ,也可以假定两

个厂商以相同的成本进行生产 ,并且在所能涉及的任何产量范围内 ,单位成本是固定不变的 ) ;两个
厂商都掌握市场需求情况 ,他们都面临共同的线性需求曲线 ;各厂商根据对手采取的行动 ,并假定

对手继续如此行事 ,来作出自己的决策。
现假定寡头市场上有两个厂商 ,记为厂商 A和厂商 B ,他们共同面临的线性需求曲线的方程

为

P = a - bQ ( 1)

式中　 P和 Q分别为产品的价格和产量 ,a和 b均为正的常量。在式 ( 1)中令 P= 0,可得 Q= a /b。
记 d= a /b,则 d显然代表市场容量。

为便于下文的分析 ,我们先给出几个命题。
　　命题 1　当只有一个厂商时 ,使收益最大化的产量为 Q= a /( 2b) = d /2,即最佳产量为市场容
量的一半。

证明　总收益 TR= PQ= (a- bQ )Q= aQ- bQ
2。使 TR最大化的条件为

dTR
dQ

= 0,即 a- 2bQ=

0,即 Q= a /2b。 证毕
　　命题 2　设厂商 A的产量为 QA ,则使厂商 B的收益达到最大的产量为 QB= (d - QA ) /2,即 QB

为剩余市场容量的一半。
证明　厂商 B的总收益为 TRB= PQB= [a- b (QA+ QB ) ]QB= (a- bQA )QB - bQ

2
B。使 TRB达到

最大的条件为
dTRB

dQB
= 0,即 a- bQA- 2bQB= 0,即 QB=

a- bQA

2b
= a

2b
-
QA

2
= d

2
-
QA

2
= 1

2
(d - QA )。

证毕
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　　命题 3　在厂商 A或厂商 B的产量发生变化时 ,各厂商的最优决策行动按如下规则给出:

　　结论 1　设厂商 A的产量减少 (或增加 )ΔQA ,则厂商 B的产量将增加 (或减少 )ΔQA /2;

　　结论 2　设厂商 B的产量增加 (或减少 )ΔQB /2,则厂商 A的产量将减少 (或增加 )ΔQB /2。

证明　下面仅就结论 1加以证明。

设厂商 A的产量减少 ΔQA ,则厂商 A的产量将变为 Q’ A= QA- ΔQA。设厂商 B相应地调整其

产量为 Q’ B ,则根据命题 2,厂商 B为获得最大收益应使 Q’ B满足

Q’ B =
1
2

(d - Q’ A ) =
1
2

[d - (QA - ΔQA ) ] =

　
1
2

(d - QA ) +
1
2
QA = QB +

1
2
QA

　　设厂商 A的产量增加 ΔQA ,类似地可以证明必有 Q’ B= QB -
1
2QA。 证毕

2　第一个厂商作最佳初始选择条件下的均衡解

设厂商 A首先进入市场 ,为使收益最大化 ,根据命题 1,他选择的产量应为 QA ( 1)=
a
2b

=
d
2
。厂

商 B进入市场时 ,根据命题 2,为使收益最大化 ,他选择的产量应为 QB ( 1)=
1
2

[d - QA ( 1) ]=
1
4
d。

当厂商 B进入市场后 ,其产量由 0变为
1
4 d ,产量的增加量为

1
4 d。 根据命题 3的结论 2,厂商 A的

产量将减少
1
2

1
4 d

。因此厂商 A的产量将调整为 QA ( 2)=
1
2 d

-
1
2

1
4 d

。 A厂商的产量减少
1
2

1
4 d

后 ,根据命题 3的结论 1,厂商 B的产量将增加
1
2

1
2

1
4
d= (

1
4

)
2
d ,即厂商 B的产量将调整为 QB ( 2)

=
1
4 d+ (

1
4 )

2
d。 经类似分析可以得知 ,厂商 A和厂商 B的产量将再次分别调整到 QA ( 3)=

1
2 d -

1
2

1
4 d

-
1
2

(
1
4

) 2
d , QB ( 3)=

1
4 d

+ (
1
4

) 2
d+ (

1
4

) 3
d。一般地 ,第 n次调整后 ,厂商 A和厂商 B的产量

将分别调整为

QA (n ) =
1
2
d -

1
2

1
4
d -

1
2

(
1
4

)
2
d - … -

1
2

(
1
4

)
n
d ( 2)

QB (n ) =
1
4 d + (

1
4 )

2
d + (

1
4 )

3
d + … + (

1
4 )

n
d ( 3)

　　经过无数次调整后 ,厂商 A和厂商 B的产量将调整到均衡产量 QA和 QB。QA和 QB由式 ( 4)给

出

QA = lim
n→∞

QA (n ) =
1
2
d -

1
2
d∑

∞

n= 1
(

1
4

)
n

=
1
2
d -

1
2
d

1
3

=
1
3
d ( 4)

QB = lim
n→∞

QB (n ) = ∑
∞

n= 1

(
1
4

)nd =
1
3
d ( 5)

　　上述计算结果表明 ,当第一个厂商首次进入市场选择收益最大化产量 QA ( 1)= d
2
时 ,两个厂商

的均衡产量相等 ,都为市场容量的三分之一。

3　第一个厂商作任意初始选择条件下的均衡解和动态变化分析
在求古诺模型的均衡解时 ,文献 [1, 2 ]均假定第一家厂商首次进入市场时 ,选择的产量为市场
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容量的一半 ,即选择 Q1 ( 1)= d /2。事实上 ,第一家厂商在首次进入市场时 ,可以在 ( 0,d )范围内任选

择初始产量 ,不同的选择都将导致同样的均衡解。下面我们用差分方程方法分析古诺模型 ,得出一

些新的结论。
假设第一个厂商 (设为厂商 A )首次进入市场的产量为 Q1 ( 1)。根据命题 2,第二个厂商 (设为厂

商 B )首次进入市场时的产量为 Q2 ( 1)= [d- Q1 ( 1) ] /2。随后 ,厂商 A的产量将调整为 Q1 ( 2)= [d

- Q2 ( 1) ] /2,厂商 B的产量将调整为 Q2 ( 2)= [d - Q1 ( 2) ] /2。经过 m次调整后 ,厂商 A和厂商 B

的产量将分别调整为

Q1 (m ) =
1
2

[d - Q2 (m - 1) ] =
d
2

-
1
2
Q2 (m - 1) ( 6)

Q2 (m ) =
1
2

[d - Q1 (m ) ] =
d
2

-
1
2
Q1 (m ) ( 7)

　　将式 ( 6)和式 ( 7)写成向量形式可得

　Q1 (m )　

　Q2 (m )　
=

　 0 0　

　 - 1
2

0　

　Q1 (m )　

　Q2 (m )　
+

　 0 -
1
2

　

　 0 　 0　

　Q1 (m - 1)　

　Q2 (m - 1)　
+

　 d
2
　

　
d
2
　

即

　 1 0　

　
1
2

1　

　 Q1 (m )　

　 Q2 (m )　
=

　 0 -
1
2
　

　 0 　 0　

　Q1 (m - 1)　

　Q2 (m - 1)　
+

　
d
2
　

　
d
2
　

即

　Q1 (m )　

　Q2 (m )　
=

　 1 0　

　
1
2

1　

- 1

　 0 -
1
2
　

　 0 　 0　

　Q1 (m - 1)　

　Q2 (m - 1)　
+

　 1 0　

　
1
2

1　

- 1 　
d
2

　

　
d
2

　
=

　
　 0 -

1
2

　

　 0 　
1
4

　

　Q1 (m - 1)　

　Q2 (m - 1)　
+

　
d
2
　

　
d
4
　

( 8)

　　记 Q(m )=
　Q1 (m )　

　Q2 (m )　
,D=

　 0 -
1
2

　

　 0 　
1
4

　
, E=

　
d
2

　

　
d
4

　
,则式 ( 8)可以写成

Q(m ) = DQ(m - 1) + E ( 9)

由式 ( 9)可得

Q(m ) = D
m- 1

Q( 1) + D
m- 2

E+ D
m- 3

E+ … + D
2
E+ DE+ E =

　 D
m- 1

Q( 1) + ∑
m- 2

i= 0
D

i
E ( 10)

　　容易证明 D
i
=

　 0 -
1
2

(
1
4

)i - 1　

　 0 (
1
4

)i　
,从而有

D
m- 1

=

　　 0 -
1
2

(
1
4

)m- 2　

　　 0 (
1
4

)m- 1　
( 11)
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∑
m- 2

i= 0
D

i
= I+ ∑

m- 2

i= 1
D

i
=

　 1 0　

　 0 1　
+ ∑

m- 2

i= 1

　 0 - 1
2

( 1
4

)i- 1

　 0 (
1
4

) i　
=

　
　 1 - 2

3
[1 - ( 1

4
)m- 2 ]　

　 0 1+
1
3

[1 - (
1
4

)m- 2 ]

( 12)

∑
m- 2

i= 0
D

i
E =

　 1 -
2
3

[1 - (
1
4

)m- 2 ]　

　 0 1+
1
3

[1 - (
1
4

)m- 2 ]

　
d
2
　

　
d
4
　

=

　
　

1
3
d +

1
6

(
1
4

)m- 2
d　

　
1
3
d -

1
12

(
1
4

)m- 2
d　

( 13)

　　将式 ( 1)和式 ( 13)代入式 ( 10)可得

Q (m ) =

　 0 -
1
2

(
1
4

)m- 2　

　 0 (
1
4

)m- 1　

　Q1 ( 1)　

　Q2 ( 1)　
+

　
1
3
d +

1
6

(
1
4

)m- 2
d　

　
1
3
d -

1
12

(
1
4

)m- 2
d　

=

　
　 -

1
2

(
1
4

)m- 2
Q2 ( 1) +

1
3
d +

1
6

(
1
4

)m- 2
d　

　 (
1
4

)
m- 1

Q2 ( 1) +
1
3
d -

1
12

(
1
4

)
m- 2

d　

即 Q1 (m ) = -
1
2

(
1
4

)m- 2
Q2 ( 1) +

1
3
d +

1
6

(
1
4

)m- 2
d ( 14)

Q2 (m ) = (
1
4

)m- 1
Q2 ( 1) +

1
3
d -

1
12

(
1
4

)m- 2
d ( 15)

　　将 Q2 ( 1)= [d - Q1 ( 1) ] /2代入式 ( 14)和式 ( 15)可得

Q1 (m ) = -
1
2

(
1
4

)m- 2 1
2

[d - Q1 ( 1) ]+
1
3
d +

1
6

(
1
4

)m- 2
d =

　　　　 (
1
4

)m- 1 [Q1 ( 1) -
1
3
d ]+

1
3
d ( 16)

Q2 (m ) = (
1
4

)m- 1 1
2

[d - Q1 ( 1) ] -
1

12
(

1
4

)m- 2
d +

1
3
d =

　 1
2

( 1
4

)m- 1 [ 1
3
d - Q1 ( 1) ]+ 1

3
d ( 17)

　　式 ( 16)和式 ( 17)给出了厂商 A和厂商 B的产量的变动规律。令 m趋于无穷大 ,如果由式 ( 16)

和式 ( 17)所确定的 Q1 (m )和 Q2 (m )的极限存在 ,则均衡解存在 ,且极限就是均衡产量。对于给定的

需求曲线方程 P= a- bQ,a ,b是常量 ,从而市场容量 d= a /b也是一个常量。对于任意给定的第一

家厂商的初始选择产量 Q1 ( 1)∈ ( 0,d ) , Q1 ( 1) -
1
3
d是常量 ,从而由式 ( 16)和式 ( 17)可以得到

lim
m→∞

Q1 (m ) = lim
m→∞

(
1
4

)
m- 1

[Q1 ( 1) -
1
3
d ]+

1
3
d =

　 [Q1 ( 1) -
1
3
d ] lim

m→∞
(

1
4

)m- 1+
1
3
d =
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　 [Q1 ( 1) - 1
3
d ]  0+ 1

3
d = 1

3
d ( 18)

lim
m→∞

Q2 (m ) = lim
m→∞

1
2

( 1
4

)m- 1 [ 1
3
d - Q1 ( 1) ]+ 1

3
d =

　
1
2 [

1
3 d - Q1 ( 1) ] lim

m→∞
(

1
4 )

m- 1
+

1
3 d =

　
1
2

[
1
3
d - Q1 ( 1) ]0+

1
3
d =

1
3
d ( 19)

　　式 ( 18)和式 ( 19)表明 ,无论第一家厂商在首次进入市场时的产量 Q1 ( 1)是否为市场容量的二

分之一 ,只要产量 Q1 ( 1)满足 0 < Q1 ( 1) < d ,古诺模型的均衡解都存且唯一 ,且两个厂商的均衡产

量相等 ,都等于 d /3,即都等于市场容量的三分之一。

下面我们再来考察古诺模型中厂商产量的动态变化过程。

由式 ( 16)和式 ( 17)可以得到

Q1 (m+ 1) = (
1
4

)m [Q1 ( 1) -
1
3
d ]+

1
3
d

Q2 (m+ 1) = 1
2

( 1
4

)m [ 1
3
d - Q1 ( 1) ]+ 1

3
d

从而有

Q1 (m + 1) - Q1 (m ) = [ (
1
4 )

m
- (

1
4 )

m- 1
] [Q1 ( 1) -

1
3d ] =

　 3(
1
4 )

m
[

1
3 d - Q1 ( 1) ] ( 20)

Q2 (m + 1) - Q2 (m ) =
1
2

[ (
1
4

)
m

- (
1
4

)
m- 1

] [
1
3
d - Q1 ( 1) ] =

　
3
2

(
1
4

)m [Q1 ( 1) -
1
3
d ] ( 21)

　　由式 ( 6)和式 ( 17)可以看出 Q1 ( 1)对两个厂商的产量变化规律有影响。

当 Q1 ( 1)小于均衡产量 ,即 Q1 ( 1) < d /3时 ,由式 ( 20)和式 ( 21)可以得到

Q1 (m + 1) - Q1 (m ) > 0 ( 22)

Q2 (m + 1) - Q2 (m ) < 0 ( 23)

　　式 ( 22)表明 ,第一个厂商的产量将是严格单调递增的 ,而式 ( 23)表明第二个厂商的产量将是严

格单调递减的。

当 Q1 ( 1)大于均衡产量 ,即 Q1 ( 1)>
d
3
时 ,由式 ( 20)和式 ( 21)可以得到

Q1 (m + 1) - Q1 (m ) < 0 ( 24)

Q2 (m + 1) - Q2 (m ) > 0 ( 25)

　　式 ( 25)表明 ,第一个厂商的产量将是严格单调递减的 ,而式 ( 26)表明第二个厂商的产量将是严

格单调递增的。

当 Q1 ( 1)等于均衡产量 ,即 Q1 ( 1)=
d
3时 ,由式 ( 20)和式 ( 21)可以得到

Q1 (m+ 1) = Q1 (m ) =
1
3 d ( 26)

Q2 (m+ 1) = Q2 (m ) =
1
3
d ( 27)
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　　式 ( 26)和式 ( 27)表明 ,第一个厂商和第二个厂商的产量不变 ,都保持在均衡产量水平。换言之 ,

两个厂商的产量没有动态变化过程 ,一开始就达到了均衡状态。

综上所述 ,我们可以得到以下结论。

　　 1)在两个生产厂商的条件下 ,无论第一个厂商关于产量作何种初始选择 ,古诺模型的均衡解

存在且唯一 ;

　　 2)在第一个厂商作产量的初始选择 Q1 ( 1)=
1
3
d时 ,两个厂商一开始就达到了均衡。在第一个

厂商作产量的初始选择 Q1 ( 1)≠
d
3
时 ,两个厂商产量的均衡过程是一个无穷过程 ,产量序列都是严

格单调序列 ,且一个厂商的产量序列是严格单调递减 (递增 ) ,则另一个厂商的产量序列必然是严格

单调递增 (递减 )。

4　结 束语
本文利用差分方程方法分析了两个厂商条件下的古诺模型的均衡解和产量序列动态变化过

程 ,得出了一些新的结论。本文的研究方法和研究成果可以推广到任意有限多个厂商条件下古诺模

型的研究。关于这一推广 ,作者将另文加以研究。
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Study on Cournot Model with Two Firms
Tang Xiaowo

( Manag ement Col leg e, UES T of China　 Ch eng du　 610054)

　 　 Abstract　 This paper studies the equilibrium solution of Courno t model and the dynamic

changes o f the outputs of the firm s concerned. It is prov ed that the equilibrium so lution ex ists and

is uniqe fo r any ini tal output choice of the first fi rm. It i s also proved that the outputs of the tw o

fi rms concerned st rict ly mono tonicly decrease o r increase. The results lay a good foundation fo r

the further study o f Courno t model wi th several fi rms.

　　Key words　 Cournot m odel;　 equilibrium solution;　 dynamic analysis
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