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关于一个线性算子群的问题

张利勋
*

(电子科技大学应用数学系　成都　 610054)

【摘要】　在一个线性算子群应用于二阶线性发展方程求解的思路基础上 [1] ,归纳其中的生成算子

为 n阶矩阵形式 ,进一步提出了该生成算子的线性算子群 ,在巴拿赫空间中证明了这个线性算子群的基

本特征 ,且是高阶线性发展方程求解理论的基础部分。 当然 ,低阶线性发展方程的解为其特殊情况。
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中图分类号　 O177. 1

　　线性算子半群理论在本世纪 40年代后期由 E. Hille与 E. Yosida分别建立 [2 ] ,他们引入线性

算子半群的生成算子的概念 ,研究生成算子的特征和线性算子半群的可微性 ,得到一次发展方程的

解用线性算子半群表示出来的公式。 J. A. Goldstein在 1969年给出一个二阶算子矩阵生成的线性

算子群 ,并研究其基本特征 ,然后应用于二阶线性发展方程求解中 ,得到该方程的解
[1 ]
。本文归纳文

献 [1, 2 ]中生成算子为一般情形 ,并提出该生成算子的线性算子群 ,在巴拿赫空间中证明了它具有

的基本特征。 这样 ,高阶线性发展方程的解可用公式表述了。

1　 Banach空间
在 Banach空间 E中 ,零点在预解集 d( B )中 ,B

n (n为自然数 )的定义域 D (B
n ) , D (B

n ) E ,B
n

是闭稠线性算子。

‖ x‖ Bn = (‖ x‖ 2+ ‖ B
n
x‖ 2 )

1
2　　 x ∈ D (Bn )

则 D (B
n )在范数‖· ‖ Bn下是 Banach空间。

记: D( B
n - 1 )×D (B

n- 2 )×…×D (B )× E= En - 1 ,　 y= ( x1 ,x 2 ,… , xn )∈ En - 1

‖ y‖ E
n- 1

= (∑
n - 1

i= 1

‖ xi‖
2

B
n- i + ‖ xn‖ 2 )

1
2

在该范数下 , En- 1是 Banach空间。

2　引理和定理
引理 1　D (B

n )×D (B
n - 1 )×…×D ( B )在 En- 1中稠密。

引理 2　 Ix= x ,　 x∈ E

Ck =

　 I　
　 I　

　  　
　 I　 k× k

　　B
n
Ck =

　B
n
　
　 B

n　

　  　

　 B
n
　 k×k
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　　Nk=
　 0 Cn- k　

　 B
n
Ck 0　 n× n

那么 N kNm =
N k+ m　　　 (k + m < n )

B
n
N k+ m- n　　 (k + m≥ n)

　　定理　设 { exp( tB ) ; t∈ R
1
}是以 B为生成算子的线性算子群 , 0∈ P (B )

Mn =
　 0 Cn- 1　

　B
n

0　 n× n

Mn具有定义域 D (Mn )= D (B
n )×D (B

n - 1 )×…×D ( B ) En - 1 ,则 Mn生成 En - 1中线性算子群

{ exp( tMn ) ; t∈ R
1
}、 0∈ d(Mn )

exp( tMn ) =
1
n∑

n- 1

k= 0
∑
n - 1

m= 0

B
- k exp [texp( i

2mπ
n

)B - i
2kmπ
n

]N k

这里 , i
2
= - 1,Cn - 1 ,N k是引理 2中的算子。

3　引理和定理的证明
引理 1的证明 (用数学归纳法 )　如果 D (Mk )在 Ek中稠密 ,证明 D (Mk+ 1 )在 Ek+ 1中稠密 ,即证

明 D (B
k+ 1 )在 D ( B

k )中稠密。BD (B
k+ 1 )= D (B

k ) (k= 1, 2,… ,n ) , x∈ D (B
k+ 1 ) ,存在元列 { xn } D

(Bk )使得 lim
n→∞
‖ Bxn - Bx‖ B

k- 1= 0

lim
n→∞
‖ B

k
xn - B

k
x‖ = 0　　 lim

n→∞
‖ Bxn - Bx‖ = 0

lim
n→∞
‖ xn - x‖ ≤‖ B

- 1
‖ lim

n→∞
‖ Bxn - Bx‖ = 0

lim
n→∞
‖ xn - x‖ B

k = lim
n→∞

(‖ xn - x‖
2
+ ‖ B

k
xn - B

k
x‖

2
)

1
2 = 0

　　引理 2的结果只须简单验证即可。

定理的证明

令 Tt =
1
n∑

n - 1

k= 0
∑
n - 1

m= 0
B

- kexp [texp( i
2mπ
n

)B - i
2kmπ
n

]N k

T0 =
1
n∑

n- 1

m= 0

N 0 +
1
n∑

n - 1

k= 1
∑
n- 1

m= 0

B
- k
Nk expm ( - i

2kπ
n

) = N 0 = Cn

由于 B exp( tB )x= exp( tB ) Bx , x∈ D (B ) ; t , s∈ R’及 y= (x 1 ,x 2 ,… ,xn )∈ En- 1。

Tt Ts y
f

=
1
n

2 ∑
n- 1

k, j, m ,h= 0
B

- k- j
exp [texp( i

2mπ
n

)B+ sexp( i
2hπ
n

)B - i
km+ jh

n
2π ]Nk N j y

f
= 　　　　

　
1
n

2 ∑ 　
n - 1

m ,h ,k= 0
(∑

k

j= 0
B

- k exp( - i
k - j
n

2mπ) + ∑
n- 1

j= k+ 1
B

- n - k exp( - i
n + k - j

n
2mπ)Bn　 ×

　 Nk y
fexp 　 texp( i

2mπ
n

)B + sexp( i
2hπ
n

)B - i
2jhπ
n
　 =

　
1
n

2∑
n- 1

k,m , j= 0
B

- k
exp [ ( t+ s ) exp( i

2mπ
n

)B ]N k y
f

+
1
n

2∑
n- 1

k= 0
∑
n - 1

m ,h= 0
m≠ h

B
- k
N ky

f
exp 　 texp( i

2mπ
n

)B +

　 sexp( i
2hπ
n

)B - i
2kmπ
n
　 ∑

n - 1

j= 0

expj ( - i
h - m

n
2π ) =

　 1
n∑

n - 1

k,m= 0

B
- k exp 　 ( t+ s ) exp( i 2mπ

n
)B　 N k y

f= Tt+ s y
f

记 Ak =
1
n∑

n- 1

m= 0
exp 　 texp( i

2mπ
n

)B - i
2km
n
π　
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Tty
f=

　 A0x j + ∑
n- j+ 1

k= 2
B

1- k
Ak- 1xj - 1+ k + ∑

n

k= n- j+ 2
B

n- k+ 1
Ak- 1xk+ j - n - 1

　…　

　 A0xn + ∑
n

k= 2

B
n - k+ 1

Ak - 1xk- 1　

　　 ( j = 1, 2,… ,n - 1)

‖ Tt y
f
‖ E

n- 1
= [‖ A0x 1 + ∑

n

k= 2
B

1- k
Ak- 1xk‖

2
B
n- 1 + ∑

n - 1

j= 2
(‖ A0x j + ∑

n - 1+ j

k= 2
B

1- k
Ak - 1xj - 1+ k +

　 ∑
n

k= n - j+ 2

B
n - k+ 1

Ak - 1xk+ j- n- 1‖ 2
Bn- j ) + ‖ A0xn + ∑

n

k= 2

B
n- k+ 1

Ak- 1xk - 1‖ 2 ]
1
2≤

　‖ A0‖ [∑
n

j= 1
(‖ xj‖ + ‖ B

n - i
xj‖ ) + ‖ xn‖ ]+ ∑

n - 1

k= 2
‖ Ak - 1‖ { ( 1+

　‖ B
1- k‖ ) [∑

n- k

j= 1
(‖ xk+ j- 1‖ + ‖ B

n- k- j+ 1
xk+ j- 1‖ ) + ‖ xn‖ ]+

　 ( 1+ ‖ B
n- k+ 1‖ ) ∑

n - 1

j= n- k+ 2

(‖ xj+ k- n- 1‖ + ‖ B
n - ( j+ k- n - 1)

x j+ k - n - 1‖ ) +

　‖ xk - 1‖ + ‖ B
n- k+ 1

xk- 1‖ } + ‖ An- 1‖ [ ( 1+ ‖ B
1- n‖ )‖ xn‖ +

　 ( 1+ ‖ B‖ )∑
n - 1

j= 1
(‖ x j- 1‖ + ‖ B

n- j+ 1
xj - 1‖ ) + ‖ xn- 1‖ + ‖ Bxn - 1‖ ]≤

　 2n∑
n

m= 1
‖ Am- 1‖ max { 1+ ‖ B

1- m‖ , 1+ ‖ B
n - m+ 1‖ }‖ y

f‖ E
n- 1

　　从 { exp( tB ) ; t∈ R
1
}的强连续知 , {Tt ; t∈ R’ }是强连续。

综上得 {Tt ; t∈ R’ }是线性算子群 ,下面求生成算子

t
- 1 ( Tt yf- y

f) = t
- 1

　 A0x j - xj + ∑
n - j+ 1

k= 2
B

1- k
Ak- 1x j- 1+ k + ∑

n

k= n - j+ 2
B
n - k+ 1

Ak - 1xk+ j- n- 1　

　 A0xn - xn + ∑
n

k= 2

B
n - k+ 1

Ak - 1xk- 1　

( j = 1, 2,… ,n )

lim
t→ 0

t
- 1

( A0x j - x j ) = lim
t→ 0

1
n∑

n- 1

m= 0
t
- 1

{ exp [t exp( i
2mπ
n

)B ]xj - x j } =

　
1
n∑

n- 1

m= 0

exp( i
2mπ
n

)Bxj = 0　　 ( j = 1, 2,… ,n )

lim
t→ 0

t
- 1
B

- 1
A1xj = lim

t→ 0
B

- 1 1
n∑

n- 1

m= 0
exp( - i

2mπ
n

) t
- 1

{ exp [t exp( i
2mπ
n

)B ] x j - x j } = xj

( j = 2, 3,… ,n )

lim
t→ 0

t
- 1
B

n- 1
A1x 1 = B

n
lim
t→ 0

t
- 1
B

- 1
A1x 1 = B

n
x1

lin
t→ 0

t
- 1
B

j
Akx = 0( R = 2, 3,… ,n - 1, j是整数 ; x ∈ E)

lim
t→ 0

t
- 1 ( Tty

f - y
f) = (x 2 , x 3 ,… ,xn ,Bn

x1 )f= Mn y
f

所以

D (Mn ) { y|y ∈ En- 1 , lim
t→ 0

t
- 1

( Tt y
f

- y
f
)在 En - 1中存在 }

　　反之 ,设　 lim
t→ 0

t
- 1

( Tt y
f
- y

f
)= (V1 ,V 2 ,… ,Vn- 1 ,Vn )

f
。

由 Tt的定义和上述求强极限的结果有

(V1 ,V2 ,… ,Vn - 1 ,Vn )f= ( x 2+ lim
t→ 0

t
- 1
B

1- n
An- 1xn ,… , lim

t→ 0
t
- 1
B

- 1
A1xn , lim

t→ 0
t
- 1
A1B

n- 1
x 1 +
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　 lim
t→ 0

t
- 1

( A0xn - xn ) )
f

　　因为 Vn- 1∈ D (B ) ,且 Vn- 1= lim
t→ 0

t
- 1
A1B

- 1
xn= xn ,所以 xn∈ D (B ) , lim

t→ 0
t
- 1
B

j - n
An - jxn= 0,其中 j

= 1, 2,… ,n。

令 D1= {x|x∈ E , lim
t→ 0

t
- 1
A1x在 E中存在 }。显然 D (B ) D1 ; x∈ D1 , sinh [texp( i

2mπ
n

)B ]x

在 t= 0处强可导 ,所以 cosh [2texp( i
2mπ
n

) B ]x= 2sinh2 [texp( i
2mπ
n

) B ]x+ x 在 t= 0处强可导 ,

exp [texp( i
2mπ
n

)B ]x= cosh [t exp( i
2mπ
n

)B ]x+ sinh [texp( i
2mπ
n

)B ) ]x 在 t= 0处强可导 ,即 x∈ D

(B ) ; D (B ) D1。

由 Vn= lim
t→ 0

t
- 1
A1B

n- 1
x1知 B

n- 1
x1∈ D (B ) ,于是 x1∈ D (B

n ) ,所以 ( V1 , V2 ,… , Vn )f= ( x 2 , x 3 ,

… , xn ,B
n
x 1 )

f
, y
f
∈ D (Mn )

D (Mn ) = { y|y∈ En - 1 , lim
t→ 0

t
- 1

( Tty
f

- y
f

) = Mny
f
}

令 Q=

　 0 B
- n
　

　 I　

　 I　
　  　
　 I 0　 n× n

　　 x∈ D (Mn ) ,QMn x
f= x

f; x∈ En - 1 , MnQx
f= x

f,且易证‖ Qx
f‖ 2

E
n- 1
≤ max { 1,‖ B

- n‖ 2+ ‖

B
- 1
‖ }‖ x

f
‖

2
E
n- 1 ,因此算子 M

- 1
n = Q是有界算子 ,即 O∈ d(Mn )。
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Question About A Linear Operation Group
Chang Lishun

( Dept. of Applied Mathematies , UES T of China　 Chengdu　 610054)

　　 Abstract　 Based on idea of a linea r operation g roup applied to the solution to secon-o rder lin-

ear evolution equation, the linear opera tion g roup is developed by the generating operator of the e-

quation popula rized n-order ma trix and i t’ s basic characters are also proved in Banach space,

w hich a re the key to the solvabi li ty of high-order linear evo lution equa tions. The so lution to low -

o rder linear evolution equa tions is the special case of the linear operation g roup.

　　 Key words　 linear opera tion semig roup;　 linea r operation g roup;　 genera ting opera to r;　

linea r evolution equa tion
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