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具有时滞的非线性系统的 k-全局稳定性
*

钟守铭* *　　王　毅
(电子科技大学应用数学系　成都　 610054)

【摘要】　研究了具有时滞的非线性系统的稳定性问题 ,利用不等式分析技巧和常数变易法 ,给出了

具有时滞的非线性系统的 k-全局指数稳定性的充分条件。 并举例说明了所得结论的优越性。
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　　具有时滞非线性系统的稳定性研究 ,在近几年来已经引起了自动控制界和应用数学界的极大

兴趣 ,已有不少的研究成果问世 [1, 2 ] ,特别是在神经网络理论中有很好的应用前景。本文研究如下的

非线性时滞系统

dxi

dt
= ∑

n

j= 1
[f ij ( xj ( t ) ) + g ij (x j ( t - fij ) ) ]　　 t≥ t0

x i ( t ) = hi ( t )　　　　　　　　　　　　　 t0 - f≤ t≤ t 0

　　 i = 1, 2,… ,n ( 1)

式中　 f i j (· )、 gij (· )在 R上连续且保证系统 ( 1)的解的存在唯一性 , f ij ( 0)= gi j ( 0)= 0( i , j= 1,

2,… ,n)。hi ( t ) ( i= 1, 2,… ,n )在区间 [t0-f, t 0 ]上连续 ,fij≥ 0为常数且 f= max
1≤ i , j≤n

{fi j } ,并记

‖ h‖ = max
1≤ i≤ n

{ sup
t0-f≤ t≤ t0

|hi ( t )|}

　　我们采用不等式分析技巧和常数变易法来研究系统 ( 1)的稳定性 ,获得了系统 ( 1)的零解 k-全

局稳定性的充分条件。 最后举出两个例子来说明所得结论的优越性。

首先给出 k-全局指数稳定的定义。

定义 1　系统 ( 1)的解称为是 k-全局指数稳定的 ,如果存在X> 0,M≥ 1,当‖ h‖ < k时 ,有

|x i ( t )|≤ M‖ h‖ exp [- X( t - t0 ) ]　　 t≥ t0　 i = 1, 2,… ,n

　　下面给出两个引理。

引理 1　设 P i ( t ) ( i= 1, 2,… ,n )是定义在 [t0 -f,+ ∞ )上的非负连续函数 ,在 [t0 ,+ ∞ )上满足

不等式

P
 
i ( t )≤ - riP i ( t ) + ∑

n

j= 1

ai jP jthij ( P jt )　　 i = 1, 2,… ,n ( 2)

其中　 ri> 0,f≥ 0均是常数 , P jt= sup
-f≤θ≤O

{P j ( t+ θ) }　 ( j= 1, 2,… ,n ) , hij (· )是非负不减连续函

数 ,aij≥ 0( i , j= 1, 2,… ,n )是常数 ,若存在 k> 0,使得

∑
n

j= 1

aijhi j (k ) < ri　　 i = 1, 2,… ,n ( 3)
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则当 max
1≤ i≤ n

Pit
0= ‖h‖ <k时 ,存在X> 0,使得

P i ( t )≤ ‖h‖ exp [- X( t - t0 ) ]　　　　 t≥ t0　 i = 1, 2,… ,n ( 4)

　　类似于文献 [3 ]中定理 1的证明可推知引理 1成立。

引理 2　设 P i ( t ) ( i= 1, 2,… ,n )是定义在 [t0 -f,+ ∞ )上的非负连续函数 ,在 [t0 ,+ ∞ )上满足

不等式

D
-
Pi ( t )≤∑

n

j= 1

[f ij ( P j ( t ) ) + gij ( P jt ) ]　　 i = 1, 2,… ,n ( 5)

其中　 f ij (· ) ( i≠ j )、 gi j (· )是非负不减的连续函数 , f ii (· )是连续函数 ,若对所有T∈ [0, 1]及 l>

0为常数 ,均有

f ij (Tl )≤Tf ij ( l )

gij (Tl )≤Tgij ( l )
　　 i , j = 1, 2,… ,n ( 6)

P jt= sup
-f≤θ≤ 0

{P j ( t+ θ) } ,若存在常数 k> 0,使得

∑
n

j= 1
[f ij (k ) + gi j (k ) ] < 0　　 i = 1, 2,… ,n ( 7)

则当 max
1≤ i≤ n

[ sup
-f≤θ≤ 0

{P j ( t+ θ) } ]= ‖h‖ <k时 ,存在X> 0,使得

P i ( t ) < kexp [- X( t - t0 ) ]　　 t≥ t0 , i = 1, 2,… n ( 8)

　　证明　由式 ( 7)可知 ,存在充分小的X> 0,使得

∑
n

j= 1
[ f i j (k ) + g ij (kexpXf) ]+ kX< 0　　 i = 1, 2,… ,n ( 9)

　　若式 ( 8)不成立 ,由于 Pi ( t )≤‖h‖ < k ( t∈ [t0 -f, t 0 ] ) ,故当 t∈ [t0 -f, t 0 ]时 ,有式 ( 8)成立 ,

因而必存在 t1> t0 ,及存在某个 i0 ,使得

Pi0 ( t1 ) = kexp [- X0 ( t1 - t0 ) ], P i0 ( t ) < kexp [- X( t - t0 ) ]　　 t∈ [t0 - f, t1 )

及

P j ( t )≤ kexp [- X( t - t 0 ) ]　　t∈ [t0 - f, t1 ] , j≠ i 0 , j = 1, 2,… ,n

于是可知

D
-
Pi0 ( t1 )≥ - Xkexp [- X( t1 - t0 ) ] ( 10)

　　另一方面 ,由式 ( 5)、 ( 6)及式 ( 9) ,注意到 f ij (· ) ( i≠ j )和 gi j (· )的不减性 ,有

D
-
P i0 ( t1 )≤∑

n

j= 1

[f ij (k exp [- X( t1 - t0 ) ] ) + gij ( sup
-f≤θ≤ 0

{Pi ( t+ θ) } ]≤

　∑
n

j= 1

[ f i j (k ) + gi j (kexpXf) ]exp [- X( t 1 - t0 ) ] <

　 - Xkexp [- X( t1 - t0 ) ]

与式 ( 10)矛盾 ,故不等式 ( 8)成立。

1　主要结果
定理 1　如果系统 ( 1)满足:

1)若 f ii (x i )= - ri xi+ f-ii (xi ) , f ij (x j )= f-ij ( xj ) ( i≠ j ) ,其中 ri> 0为常数 ; i、 j= 1, 2,… ,n;

2)若|f-ij ( xj )|≤|xj|f
*
ij (|x j|) ,|gij (x j )|≤|x j|g

*
i j (|x j|) ,其中 f

*
ij (· )、 gij (· )均是非负不减

的连续函数 ; ( i、 j= 1, 2,… ,n ) ;

3)若存在常数 k> 0,使得

94 电 子 科 技 大 学 学 报 第 26卷



∑
n

j= 1
[ f

*
ij (k ) + g

*
ij (k ) ] < ri　　 i = 1, 2,… ,n

则系统 ( 1)的零解是 k-全局指数稳定的。

证明　将条件 1)代入系统 ( 1) ,有

dxi

dt
= - rixi + ∑

n

j= 1
　 f

-
i j (x j ( t ) ) + gij (x j ( t - fij ) )　 　　 i = 1, 2,… ,n

利用常数变易法后 ,两边再取绝对值 ,注意到条件 2)有

|xi ( t )|≤‖h‖ exp [- ri ( t - t 0 ) ]+ ∑
n

j= 1∫
t

t
0

exp [- ri ( t - s ) ] [|x j (s ) f *ij (|xj (s )|) +

　 |x j (s - fij )|g*i j (|x j (s - fi j )|) ]ds

令

i ( t ) =

‖ h‖ exp [- ri ( t - t0 ) ]+ ∑
n

j= 1
∫

t

t
0

exp [- ri ( t - s ) ]×

　　 [|xj (s )|f
*
i j (|x j (s )|+ |x j (s - fi j )|g

*
ij (|xj (s - fij )|) ]ds　　　 t≥ t 0

‖ h‖　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 t0 - f≤ t≤ t0

　　 i = 1, 2,… n

显然有

|xi ( t )|≤ Pi ( t )　　 t≥ t0 - f, i = 1, 2,… ,n

　　当 t≥ t 0时 ,两边对 Pi ( t )求导 ,有

P
 
i ( t )≤ - ri Pi ( t ) + ∑

n

j= 1
[P j ( t ) f

*
ij ( P j ( t ) ) + P j ( t - fij ) g

*
ij ( P j ( t - fij ) ) ]

由 f
*
i j ( 1)、 g

*
ij (· )非负不减性及 P jt= sup

-f≤θ≤ 0
{Pj ( t+ θ) }可知

P i ( t )≤ - ri Pi ( t ) + ∑
n

j= 1

Pjt [ f *ij ( P jt ) + g
*
ij ( Pjt ) ]　　 i = 1, 2,… ,n

由条件 2)、 3)可知 ,引理 1的条件均成立 ,故当‖ h‖ < k时 ,存在X> 0,使得

|xi ( t )|≤ Pi ( t )≤‖h‖ exp [- X( t - t 0 ) ]　　t≥ t 0 , i = 1, 2,… ,n

由定义 1可知 ,系统 ( 1)的零解是 k-全局指数稳定的。

定理 2　如果系统 ( 1)满足:

1) xi f ii ( xi ) < 0(xi≠ 0) ,且 f ii (x i ) sgn( xi )= f
*
ii (|xi|) , i= 1, 2,… ,n;

2 )|f i j (x j )|≤ f
*
ij (|xj ( t )|) ( i≠ j ) ,|gij (x j )|≤g

*
i j (|x j|) , ( i , j= 1, 2,… ,n ) ,其中 f

*
ij (· ) ( i≠

j )、 g*ij (· )是非负单调不减连续函数 ;

3)对所有的 T∈ [0, 1 ]及 l> 0为常数 ,有

f
*
ij (Tl )≤Tf *ij ( l )

g
*
ij (Tl )≤Tgij ( l )

　　 i , j = 1, 2,… ,n

　　 4)若存在 k> 0,使得

∑
n

j= 1
[ f *i j (k ) + g

*
i j (k ) ] < 0　　 i = 1, 2,… ,n

则系统 ( 1)的零解是 k-全局指数稳定的。

证明　令

Pi ( t ) = |x i ( t )|　　i = 1, 2,… ,n

　　对 P i ( t )两端求 Dini导数 ,有
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D
-
Pi ( t ) =

dxi

dt
sgn( xi ) = ∑

n

j= 1
[ f i j (x j ) + gi j (x j ( t - fij ) ) ] sgn(xi )≤

　∑
n

j= 1
[f *ij ( P j ( t ) ) + g

*
ij ( P jt ) ]　　 i = 1, 2,… ,n

由条件 1)～ 4)可知 ,引理 2的所有条件成立 ,故当‖h‖ <k时 ,存在X> 0,使得

|x i ( t )|= Pi ( t ) < k exp [- X( t - t0 ) ]　　 t≥ t 0 , i = 1, 2,… ,n

若‖h‖ = 0时 ,有解 xi ( t )= 0,显然此解满足结论。

　　若‖h‖≠ 0时 ,令 M=
K
‖h‖

> 1,于是有

|xi ( t )| < M‖h‖ exp [- X( t - t 0 ) ]　　 t≥ t0 , i = 1, 2,… ,n

由定义 1可知 ,系统 ( 1)的零解是 k-全局指数稳定的。

2　举　例
考虑如下具有时滞的非线性系统

dxi

dt
= - x i + ∑

n

j= 1
[x 2

j ( t ) + 3x2j ( t - fij ) sinxj ( t - fi j ) ]　　 t≥ t0

xi ( t ) = hi ( t )　　　　　　　　　　　　　　　 t0 - f≤ t≤ t0

　　 i = 1, 2,… ,n ( 11)

其中　f= max
1≤ i , j≤n

{fi j } ,此时显然有

f
*
ij (|xj|) = |x j|

g
*
ij (|x j|) = 3|x j|

若当 0 < k <
1
4n时 ,有

∑
n

j= 1
[ f

*
ij (k ) + g

*
i j (k ) ] = 4nk < 1= ri　　 i = 1, 2,… ,n

故由定理 1可知 ,系统 ( 11)的零解是 k-全局指数稳定的。

考虑如下具有时滞的非线性系统

dx 1

dt
= - x

1 /3
1 + x

2
2 + x

2
1 ( t - f11 ) sinx1 ( t - f11 ) + x

2
2 ( t - f12 )cosx 2 ( t - f12 )

dx 2

dt
= - x

1 /3
2 + x

2
1 + x

2
1 ( t - f21 ) sinx1 ( t - f21 ) + x

2
2 ( t - f22 )cosx 2 ( t - f22 )

　　 t≥ t0 ( 12)

　　　　 xi ( t )= hi ( t )　　　　 t0-f≤ t≤ t0　　 i= 1, 2

其中　f= max
1≤ i , j≤ 2

{fi j } ,而且有

f
*
i j (|xi|) = - x

1 /3
i sgn(x i ) = - |x i|1 /3 ( i = 1, 2)

　 f
*
i j (|x j|) = x

2
j ( i≠ j )

|g ij (x j )|≤ x
2
j = g

*
ij (|xj|)　　 i , j = 1, 2

显然 f
*
i j (· )、 g*ij (· )满足定理 2的条件 2)、 3) ,若 0 < k < 3

-
3
5时 ,由定理 2可知 ,系统 ( 12)的零解是

k-全局指数稳定的。
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k-Global Stability of Nonlinear System with Time-delay
Zhong Shouming　　Wang Yi

( Dep t. of Applied Math ematics , U EST of China　 Chengdu　 610054)

　　 Abstract　 In this paper , the problem o f stabi li ty fo r the nonlinea r system with time-delay is

studied, Applying the inequality analytic method and the method of v ariation of pa rameters, the

sufficient conditions o f k-g lobal exponential stabili ty fo r the nonlinear system w ith time-delay are

obtained. Examples a re emplo yed to illustrate the theory.

　　Key words　 time-delay;　 nonlinear;　 stabi li ty;　 inequali ty analytic method;　 the method

o f v ariation of pa rameters

编辑　徐培红

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· 科研成果介绍·

毫米波宽带低噪声放大器

主研人员: 薛良金　徐　静　罗慎独　延　波　薛　泉　刘述章

低噪声放大器是提高接收机灵敏度的关键部件。该成果使用 HP公司 HEM T器件 ,采用微带混合集成电路结

构 ,设计、制作了宽带低噪声放大器。样品经检测认定 ,在 26. 5～ 40 GHz频带内 ,增益 13. 68 dB < Ga < 16. 73 dB,噪

声系数: 7. 1 dB < N F< 8. 8 dB, 1 dB压缩点: 12. 5 dBm。

高压 VDMOS开关电源及设计专用软件
主研人员: 吴　忠　程仁杰　石　文

高压 VDMO S开关电源为相移 PWM磁饱和零电压、零电流 、全桥式交流—直流变换器实验样机。其开关频率

为恒频 250 k Hz,输入电压 180～ 250 V ( AC) ,输出电压 42～ 56 V ( DC) ,输出功率 1 000 W ,输出纹波 100 mV ,整机

效率 90%。该实验样机利用谐振原理使用开关波形上、下沿发生谐振 ,从原理上克服了经典 PWM变换器和零电压

谐振变换器的缺点 ,同时利用磁饱和特性 ,解决了普通相移 PWM变换器零电压范围小、占空比损失较大、电路环

流大等不足。该机中所有功率 MO S开关均为低电压方波模式的零电压开关或零点流开关 ,降低了 VDMO S开关电

压应力 ,减小了高频工作状态下 V DMOS开关的损耗 ,克服了变换器主要寄生参数 (变压器漏感及漏源电容 )的不

利影响。 利用相移 PWM磁饱和零电压或零电流谐振开关原理可形成一类新型变换器簇 ,便于采用简捷的恒频

PWM控制技术。

开关电源设计专用软件 SC AP、 SACB、M CAD,可大大减轻设计人员的工作量、缩短样机的调试周期 ,从而缩短

产品的开发周期 ,节省新产品开发费用 ,是开关电源设计人员有效的辅助工具。

相移 PWM磁饱和谐振开关交流—直流变换器设计先进、性能优良、采用的电路拓扑结构新颖 ,是达到高频小

型化目的一种优选电路。 该样机所采用的相移 PWM、软开关、零电压、零电流、磁饱和综合技术做成的开关电源主

要技术属国内领先 ,达到国际 90年代先进水平。

·科　卞·
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