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参数频域识别的最优采样频率研究
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【摘要】　由给定的施力函数性质 ,导出了优化识别结构系统模态参数最优采样频率的判据 ,给出了

相应的定理和公式。 实际算例表明 ,频域内最优采样频率与激励的性质有关 ,而与系统的输出无关。

关　键　词　频域 ;　施力函数 ;　参数识别 ;　方差 ;　最优采样频率

中图分类号　 T P271

⒇

　　在利用动态数据识别结构系统参数的频域方法中 ,如果能找到一些采样频率 ,使得在这些频率

处能够以较小的采样数据获得参数误差方差最小的识别结果 ,对应的这些频率称为最优采样频率。

对单自由度系统 ,最优采样频率的确定仅与给定施力函数的性质有关 ,而对多自由度系统 ,还与相

应的模态向量有关 ,与要识别参数实际大小和系统输出无关 [ 1]。本文主要研究施力函数已知的动态

结构系统的最优采样频率问题 ,对施力函数未知的系统 [2 ] ,由于其复杂性 ,将另文研究。

1　模型描述
对一多自由度系统 ,有

MX
 + CX

 + K X = F ,X ( 0) = 0,X ( 0) = 0 ( 1)

X = { x 1 , x2 ,… xN }T , F = { f 1 , f 2 ,… , fN }T

式中　C为比例阻尼矩阵 ; M为质量矩阵 ; K为刚度矩阵 ; F为施力函数矩阵。对式 ( 1)取傅氏变换

(K - k2
M+ ikC )X (k) = F (k) ( 2)

式 ( 2)两端左乘模态矩阵O
T ,有

( diag [K r ] - k2diag [Mr ]+ ikdiag [Cr ]Q = diag [Fr ] ( 3)

式中　 diag [ ]表示对角矩阵 ,如O
T
KO= diag [K r ] ,O= {O1 ,O12 ,… ,ON ] ,Or = {j1 ,j2 ,… ,jN }

T
r ; Q为广

义位移 , X (k)= OQ; Q= [q1 (k) ,q2 (k) ,… , qN (k) ]
T

,模态刚度 K r= O
T
r KOr ;模态质量 Mr= O

T
r MOr ;模

态阻尼 Cr= O
T
r COr ;模态施力 Fr = O

T
r F (k)。 K r、Mr、Cr等参数决定着结构系统的动态特性

[3 ]
。

对第 r阶模态 ,有: ( -k
2
Mr+ ikCr+ K r )qr= Fr。 变形成为

1
qr

=
- k

2
Mr

Fr
+

ikCr

Fr
+

Kr

Fr
( 4)

将式 ( 4)分成实部和虚部 ,可以改写为

　Ur (k)　

　 Vr (k)　
=
　 - k2

f r (k) - kgr (k) f r (k)　

　 - k
2
gr (k) kf r (k) gr (k)　

　Mr　

　Cr　

　Kr　

+
　Xur (k)　

　Xvr (X)　
( 5)
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Ur (k)和Vr (k)由实测确定 ,并受到测量噪声Xur (k)和Xvr (k)的影响 ; 1 /qr = Ur (k)+ iVr (k) , 1 /Fr =

f r (k)+ igr (k)。定义

[a j (k) ] = ar (k) = [- k2
f r (k)　 - kgr (k)　 f r (k) ]T

[bj (k) ] = br (k) = [- k
2
gr (k)　　 kf r (k)　gr (k) ) ]

T
( 6)

　　对应于采样频率 (激振频率 )k= ki , i= 1, 2,… ,N ,式 ( 5)可以表示为 [4 ]

Zr = Hrθr + Xr ( 7)

其中

Zr = [Ur (k1 )　 Vr (k1 )　Ur (k2 )　Vr (k2 )　…　Ur (kn )　Vr (kn ) ]
T

Hr = [ar (k1 )　 br (k1 )　 ar (k2 )　 br (k2 )　…　 ar (kn )　 br (kn ) ]T

Xr = [Xvr (k1 )　Xvr (k1 )　Xvr (k2 )　Xvr (k2 )　…　Xu r (kn )　Xvr (kn ) ]
T

θr = [Mr　Cr　K r ]T

( 8)

假定噪声的均值 E [Xr ]= 0,对应的方差阵: Rr= E (XrX
T
r )= diag (e

2
1r ,e

2
1r ,e

2
2r ,e

2
2r ,… ,e

2
nr ,e

2
xr )这里 ,ekr=

er (kk ) , K= 1, 2,… ,n。 于是参数θr识别误差的协方差阵为
[5 ]

Pr = ( H
T
r R

- 1
r Hr ) - 1 ( 9)

式中　 Pr是 3× 3阶矩阵 ,其对角线元素 Pr11、Pr22、 Pr33分别是 Mr、Cr和 K r识别误差的方差。则参

数θr的最小二乘递推估计θ-r ( i ) ( i= 0, 1, 2,…。)为 [6 ]

θ-i ( i ) = θ-r ( i - 1) + Kr ( i ) [Zr ( i ) - H
T
r ( i )θ-r ( i - 1) ] ( 10)

Kr ( i ) = Sr ( i - 1) Hr ( i ) / [1+ H
T
r ( i ) Sr ( i - 1) Hr ( i ) ] ( 11)

Sr ( i ) = [ I - Kr ( i ) H
T
r ( i ) ]Sr ( i - 1) ( 12)

式中　 I为单位阵。

2　最优采样频率推证
为了在kx∈ IK内确定kk ,即最优采样频率 ,下面讨论 Pr ii的极值问题。

式 ( 9)对kk求偏导 ,得

 Pr

 kk
= - Pk (

 HT
r

 kk
R

- 1
r Hr + H

T
r R

- 1
r

 Hr

 kk
- H

T
r R

- 1
r

 Rr

 kk
R

- 1
r Hr ) Pr ( 13)

(
 Pr

 kx
)mm = - 2( Pr

 H
T
r

 kx
R

- 1
r Hr Pr )mm + ( Pr H

T
r R

- 1
r
 Rr

 kk
R

- 1
r Hr )mm ( 14)

对kk∈ IK ,假定ar (k)、br (k)、er (k)是连续函数 ,则:
 H

T
r

 kk
= [0… 0 a r (kk ) b r (kk ) 0… 0 ]。因此

 Prmm

 kx
= -

2
e

2
kr

{Pr [a r (kk ) a
T
r (kk ) + b

 
r (kk ) b

T
r (kk ) ]Pr }mm +

2ekr

e3
kr

{Pr [ar (kk ) a
T
r (kk ) + br (kk ) b

T
r (kk ) ]Pr }mm ( 15)

根据 Prmm出现极值的条件 ,由式 ( 15)得

[∑
j

Prmja
 
r j (kk ) ] [∑

s

Prsm ars (kk ) ]+ [∑
j

Prmjb
 
r j (kk ) ] [∑

s

Prsmbrs (kk ) ] -

e kr
ekr

[ (∑
j

Prmjar j (kk ) )
2
(∑

j

Prmjbr j (kk ) )
2

] = 0 ( 16)
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　　预备定理　如果存在一个实数kk∈ IK使 f r (kk )和 g r (kk )不为零 ,对任意 m∈ [1, 2, 3 ] ,有

∑
s

Prsmars (kk ) = 0 ( 17)

那么对 m ,有: ∑
s

Prsmbrs (kk ) = 0,反之亦然。

证明　如果有一系列ks值 ,k1 ,k2 ,… ,kk ,… ,kN ,这里kk 满足式 ( 17)。利用关系式 ( 8)和式 ( 9) ,

有: P
- 1
r = ∑

N

s= 1
　

ar (ks ) a
T
r (ks ) + br (ks ) b

T
r (ks ) b

T
r (ks )

e2
sr

　 , 即

P
- 1
r =

　∑
N

s= 1

k4
s a

2
r (ks )
e2

sr
0 - ∑

N

s= 1

k2
s a

2
r (ks )
e2

sr
　

　 0 ∑
N

s= 1

k
2
s a

2
r (ks )
e2

sr
0　

　 - ∑
N

s= 1

k
2
s a

2
r (ks )
e2

sr
0 ∑

N

s= 1

a
2
r (ks )
e2

sr
　

( 18)

这里　a
2
r (k)= f

2
r (ks )+ g

2
r (ks ) ; P- 1

r 的行列式值 Δ为

Δ = ∑
N

s= 1

k
2
s a

2
r (ks )
e2

sr
∑

N

s= 1

a
2
r (ks )
e2

sr
∑

N

s= 1

k
4
s a

2
r (ks )
e2

sr
- 　∑

N

s= 1

k
2
s a

2
r (ks )
e2

sr
　

2

( 19)

　　由 Cauchy-Schw artz不等式 ,总有 Δ> 0,这里是显然的 ,因为 Pr是一个协方差矩阵。与式 ( 19)

对应令 Δ= B ( AC- B
2
) ,则协方差矩阵为

Pr = 1
Δ

　 AB 0 B
2
　

　 0 CA - B
2

0　

　B
2

0 BC　

( 20)

根据关系式 ( 6)和式 ( 20) ,结果得证。

　　定理 1　对一给定模态施力函数 Fr (k) ,对任一 m∈ { 1, 2, 3} ,存在某些频率kk ,使要估计的第

m个参数误差的方差 Prmm在这些频率处测量时 ,不产生任何增量。如果kx∈ IK且满足式 ( 17) ,则有

k= kk 即为这样的频率。证明略。

应用该定理可推得

P
+
rmj = P

-
rmj , j = 1, 2, 3 ( 21)

∑ P
+
rmjar j = ∑ P

+
rmjbr j = 0 ( 22)

式中　 P
-
r 和 P

+
r 分别表示第 r阶模态在频率kk处前和后测量的协方差阵 , P

-
rmj和 P

+
rmj为矩阵 P

-
r

和 P
+
r 的元素。

　　推论 1　对满足∑ Prmjar j (kk ) = 0(m = 1, 3)的频率kk ,则在k= kk处进行采样 ,第 m个参量

误差的方差及其协方差不会受到影响。

此结论可直接由式 ( 21)得到。由推论 1,对任一给定的 m ,这些kk并不依赖于参数 Mr、Cr、 Kr ,

也不依赖于要测量的响应 ,它们仅由施力函数的性质决定。

　　推论 2　如果 g r (kk )≠ 0和 f r (kk )≠ 0,则除了kk = 0外 ,不存在 kx∈ IK ,使: ∑ Pr2jar j (kk ) =

0,这里假设协方差矩阵是非奇异阵。

证明　对 m= 2,由式 ( 18)有 AC- B
2
≠= 0,因为协方差矩阵的行列式值不为零 ,要使它为零 ,

只有kk = 0时才成立。

　　推论 3　如果 gr (kk )≠ 0和 f r (kk )≠ 0,则总是存在一个kk ,kk∈ ( 0,∞ ) ,使得∑ Prmjar j (kk ) =
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0(m = 1, 3)。

证明　对 m= 1,利用式 ( 20) ,推得k
2
k = B /A ,B> 0, A> 0。 故kk= (B /A ) 1 /2。

对 m= 3,利用式 ( 18) ,推得k
2
k = C /B ,所以此时 kk = (C /B ) 1 /2。故得证。

　　定理 2　要使方差 Prmm极小 ,则当 f r (kk )≠ 0时 ,最优采样频率k= kk ,kk∈ IK ,需满足

∑Prmja
 
rj (kk ) +

gr (kk )
f r (kk )∑ Prsm b

 
rs (kk ) -

e kr
ekr
　 1+

gr (kk )
f r (kk )

) 2　 ∑Prmjar j = 0,m = 1, 3

( 23a )

当 f r (kk )= 0,需满足

∑ Prsmb
 
rs (kx ) -

e kr
exr
∑ Prsmbrs (kk ) = 0,m = 1, 3 ( 23b)

　　证明　应用方程 ( 16)即可得证。 对于 gr (kk )≠ 0和 gr (kk )= 0的情况 ,可以得到类似结论。

式 ( 23a)和 ( 23b)就是优化识别模态质量 Mr和模态刚度 K r的最优采样频率kk的判据。对第

K个采样点的最优kk ,一般仅依赖于包含 Prmj和 Prsm的所有预先采样点的频率位置。

　　定理 3　要使模态阻尾 Cr误差的方差极小 ,则最优采样频率k= kk ,kk∈ IK ,要满足如下关系式

　 1 -
kke kr
exr

[g2
r (kx ) + f

2
r (kk )　 = -

kk

2
d

dk
　 g

2
r (k) + f

2
r (k)　 |k=k

k
( 24)

　　证明　设协方差矩阵是严格正定的 ,应用式 ( 16) ,方程 ( 24)即得证。

定理 3表明 ,在识别模态阻尼时 ,第 K个优化采样点并不依赖于事先的采样频率 ,而仅由

f r (k)和 gr (k)的性质所控制。 如果e xr = 0,则在kx∈ [1,∞ ]内不能由式 ( 34)得出识别 Cr的kk。

3　数值仿真
考虑一个三自由度系统 ,已知其模态矩阵O和给定的施力函数 F ( t ) ,即

O=

　 1 1 1　
　 2 0 - 1　
　 1 - 1 1　

, F ( t ) =

　 1　
　 1　
　 1　

f ( t ) , f ( t ) =
0, t < 0

e- t , t≥ 0
( 25)

则对 F ( t )两端取 Fourier变换 ,有

F (k) =

　 1　
　 1　
　 1　

1
1+ ik

( 26)

　　如果在k= k1 ,k2 ,… ,kk - 1点处已进行了采样 ,下一个要采样的点即为kk。设 P
-
rk表示完成 (K -

1)个采样点后第 r阶模态参数误差的协方差矩阵 , P+
rk表示完成 K个采样点后第 r阶模态参数误差

的协方差矩阵 ,ki∈ [1,∞ ) ,并设ekr= e0 ,这样e kr = 0。

当 r= 1,即第一阶模态时 ,模态力为 F1 (k)= O
T
r F (k)= { 1　 2　 1}

　 1　
　 1　
　 1　

1
1+ ik

=
4

1+ ik
,

1
F1

=
1
4
+
k
4

i,故有 f 1=
1
4

,g1=
k
4

, a
2
1=

1
16

( 1+ k
2
) ,矢量 a1=

1
4

[- k
2
　 -k

2
　 1 ]

T
和b1=

1
4

[- k
3
　k

　k} ]T。其电算结果如表 1和表 2所示。
　　当 r= 2,即第二阶模态时 ,模态力为

F2 ( ( 0) = { 1　 0　 - 1}

　 1　
　 1　
　 1　

1
1+ ik

= 0

此时本文方法失效 ,因为本文的研究前提是动态系统 ,施力函数不为零。
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表 1　识别第一阶模态质量参数的最优采样频率

采样点数 K 采样频率 kk /r ad· s- 1 协方差矩阵 P+
1k

4 1. 148 16e2
0

　 0. 004 74 0 0. 028 25　

　 0 0. 008 70 0　

　 0. 028 25 0 0. 230　

5 1. 677 16e2
0

　 0. 000 87 0 0. 000 905　

　 0 0. 002 53 0　

　 0. 009 05 0 0. 121　

6 2. 171 16e2
0

　 0. 000 22 0 0. 003 59　

　 0 0. 000 94 0　

　 0. 003 59 0 0. 073　

表 2　识别第一阶模态刚度参数的最优采样频率

采样点数 K 采样频率 kk /r ad· s- 1 协方差矩阵 P+
1k

4 1. 376 16e2
0

　 0. 004 79 0 0. 028 30　

　 0 0. 008 51 0　

　 0. 028 30 0 0. 21　

5 1. 934 16e2
0

　 0. 000 87 0 0. 009 06　

　 0 0. 002 49 0　

　 0. 009 06 0 0. 119 8　

6 3. 524 16e2
0

　 0. 000 25 0 0. 004 16　

　 0 0. 000 83 0　

　 0. 004 16 0 0. 081 7　

　　当 r= 3,即第三阶模态时 ,模态力为

F3 = (k) = { 1　 - 1　 1}

　 1　

　 1　

　 1　

1
1+ ik

= 1
1+ ik

=
F1

4

经过计算 ,该阶模态的最优采样频率完全同第一阶模态的最优采样频率值 ,只是协方差矩阵是 e
2
0

倍而不是 16e
2
0倍。

从表 1和表 2看出 ,随着采样点数 K的增加 , Pr11和 Pr33明显减小 ,其余方差也随之下降 ,故采

样选取的点数越多 ,则最终将逼近一个最优采样频率使识别参数误差的方差极小。特别当各阶模态

力相差常数倍时 ,各阶最优采样频率与最小模态力作用时的那一阶采样频率相同 ,而其协方差矩阵

相差常数倒数的平方倍。

4　结　论
1)本文的理论和公式对频域参数识别具有重要的意义。 对于给定在频率ki , i= 1, 2,… , k- 1

采集数据的情况下 ,可预测下一个采样频率kk。在这一频率 ,采集的数据可以使希望估计的参数置
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信度更高。

2)对于识别参数 Mr和 K r ,最优采样频率kk依赖于前面的采样频率k1 ,k2 ,… ,kk- 1 ,而识别参

数 Cr时 ,最优采样频率并不依赖于前面的采样频率 ,而仅由施力函数的性质所控制。

3)在频域内 ,最优采样频率kk 与要识别参数的具体数值和系统的实际输出 X ( t )无关。

4)只有当测量噪声Xr的e kr≠ 0时 ,才能根据施力函数性质用式 ( 24)得出优化识别阻尼 Cr的

最优采样频率。

5)通过自由振动系统 ,采用已有方法识别出模态矩阵O,从而求得模态力。一般模态力不同 ,则

最优采样频率不同。但如果各阶模态力相差常数倍时 ,则各阶模态的最优采样频率相同。

6)根据方差的精度要求 ,总能找到适量的预先采样频率点数 ,逼近一个最优采样频率kk使要

识别参数的误差的方差极小。
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Study on Optimal Sampling Frequency of Parameter

Identif ication in Frequency Domain
Li Zhong li　　Wang Chengdua n

( Dep t. of Information and Cont rol Eng. , SW IT of China　 Mianyang　 621002)

　　 Abstract　 The cri teria of the optimal sampling f requency is deduced by o ptimally indentfing

the m odal pa ram eters acco rding to the nature o f the fo rcing fuctio n, and the rela ted principles a nd

fo rm ulae a re giv en. The co mputatio n ex ample show s tha t the optim al sam pling f requency is inde-

pendent of the sy stem respo nse, a nd so lely depend o n the nature o f the ex citatio n.

　　Key words　 f requency domain;　 forcing functio n;　 parameter identification;　 v ariance;　

o ptimal sampling f requency
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