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线性规划的梯度投影算法

何光宗* 　　　　　　　　陈华富
(四川联合大学应用数学系　成都　 610065) (电子科技大学应用数学系　成都　 610054)

【摘要】　 Karma rkar算法是解线性规划的多项式算法 ,但其具有数值不稳定的缺点 ,同时 ,由于它

属于内点法 ,在算法终止时所得的点始终是一个近似最优解。 文中给出的梯度投影法 ,可以穿过区域内

部 ,或穿过区域的边界的相对内部 ,证明了该方法将在有限步终止。
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1　问题与假设
　　考虑线性规划

( p )

minC
7
X

　

　
s  t

a
T
i x = bi　 i∈ I = { 1, 2,… ,m1 }

a
T
i x≥ bi　 i∈ J = {m1+ 1,m1 + 2,… ,m }

xi ≥ 0　 i∈ L = { 1, 2,… ,n}

用 R表示可行区域 ,对任一可行点 x
k ,记

J 0 (xk ) = { i|i∈ J ,aT
i x

k = bi } ,L (xk ) = {i|i∈ L , x
k
i = 0}

A ( x
k ) = (aT

i|i∈ I∪ J 0 (xk ) ) , E ( x
k ) = (eT

i |i∈ L (xk ) )

这里 ei是第 i个分量为 1的 n维单位向量。

本文假设: 1) A (xk )行满秩 ; 2)线性规划非退化。 令 Hk=
A (x k )

E (xk )
,由上述假设知 Hk 是行满

秩的。令 Pk= E- H
T
k ( Hk H

T
k )- 1

Hk ,Bk= ( Hk H
T
k ) - 1

Hk ,Dk=

V

U

W

= - BkC ,其中 V= (v1 ,v2 ,… vm
1
,

vi , i= 1, 2,… ,m 1 ) ,对应于等式约束 , U= (ui|i∈ J 0 (x k ) ) , ui , i∈ J 0 ( x
k ) ,对应于等式紧约束 , W=

(wi|i∈ L ( x
k ) ) , wi , i∈ L (x

k ) ,对应非负限制的紧约束。

Fk= ( f i|i∈ I∪ J 0 ( x
k )∪ L (x

k ) ) , f i定义如下

f i =

0　　　　 i∈ I

(ui )+ 　　 i∈ J 0 (xk )

(wi )+ 　　 i∈ L ( x
k )

　　这里 ( )+ =
( )　 当 ( ) > 0

0　　 当 ( )≤ 0

令 _ k=
F

T
k Fk

F
T
k Bk B

T
k Fk+ 1

,算法中搜索方向为

dk = - PkC + _k B
T
k Fk ( 1)
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2　算法及有关性质
步骤 1　任取一可行点 x

1
,令 k: = 1;

步骤 2　计算 Bk , Pk , Fk ,dk= d (x
k
) ;

步骤 3　若 dk= 0,则 x
k为线性规划最优解。否则转步骤 4;

步骤 4　令λk为 (λk≥ 0)

　　max　λ

　　 s· t　 x
k
+ λdk∈ R

的最优解 ,若λk= + ∞ ,则线性规划无有限最优解。 否则令 x
k+ 1

= x
k
+ λk dk ,k: = k+ 1转步骤 2。

性质 1　当 dk≠ 0,dk为线性规划的可行下降方向。

证明　当 dk≠ 0,则或 pkC≠ 0, Fk≠ 0,故

C
T
dk = C

T
( - PkC + _k B

T
k Fk ) = 　　　　　　　　　　　　

- ‖ Pk C‖ 2 + _ kC
T
B

T
k Fk = - ‖ Pk C‖ 2 - _ k F

T
k Fk < 0 ( 2)

因此 , dk为下降方向。由于 Hk ( - Pk C+ B
T
k Fk )= Fk ,故当 i∈ I时 ,a

T
i ( x

k
+ λdk ) = a

T
i x

k
+ λa

T
i dk= bi ;当 j∈ J 0 (x

k
)时 ,

a
T
i ( x

k
+ λdk ) = a

T
i x

k
+ λa

T
i dk= bi+ λ(Fk ) i= bi+ λ( ui )+ ≥bi;当 i∈ L ( x

k
)时 , e

T
i ( x

k
+ λdk ) = x

k
i+ λ+ λ(wi )+ = 0+ λ

( wi )+ ≥ 0;当 i ( I∪ J 0 (x
k
)∪ L ( x

k
)时 ,显然存在适当小的λ> 0,使得相应的约束不会被破坏 ,故 dk 为

线性规划的可行下降方向。

性质 2　C
T dk

‖ dk‖≤ -‖ Pk C‖

证明　C
T dk
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=
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T
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2
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T
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T
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T
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F
T
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T
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T
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定理 1　 x
k为线性规划 ( P )的最优解的充要条件 ,dk= 0。

证明　由式 ( 2) ,CT
dk= -‖ PkC‖ 2- _ k F

T
k Fk≤ 0, - _ k≥ 0,则当 dk= 0时 , Pk C= 0,Fk= 0,因此

ui≤ 0, i∈ J 0 (x
k ) ,wi≤ 0, i∈ L (x

k ) ,由 PkC= 0则有

( E - H
T
k ( Hk H

T
k )- 1

Hk )C = C - H
T
k Bk C = C+ H

T
k

V

U

W

= 　　　　　　　　

C+ ∑
i∈ I

via + ∑
i∈ J

0
(xk )

uia + ∑
i∈ L ( xk )

wiei = 0 ( 3)

故 x
k
为 ( P )的 k- T点 ,即为 ( P )的最优解。

反之 ,当 x
k为 ( P )的最优解时 ,则 x

k为 (P )的 k- T点 ,即存在 V ,U ,W ,且 U≤ 0,W≤ 0有

C+ ∑
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viai + ∑
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0
(x

k
)

ui ai + ∑
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k
)

wi ei = 0

即 C+ H
T
k

V

U

W

= 0

因此 - BkC = Bk H
T
k
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U
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= ( Hk H
T
k )

- 1
Hk H

T
k

V

U

W

=

V
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C + H
T
k ( - BkC ) = C - H

T
k ( Hk H

T
k )

- 1
Hk C = PkC = 0

由 Fk的定义知 ,Fk= 0,从而有 dk= 0。

3　算法有限步终止的证明
由于构造 Pk的特性 ,不同的 dk只有有限个。若由算法得到一无限点列 { x

k
}k= 1, 2, 3,… ,由于

不同的搜索方向只有有限个 ,则存在正整数下使得在子序列 {x
k
} ,k≥ k

-中所出现的方向 ,将会无限

次出现。设这些无限次出现的方向为 d
1 , d

2 ,… d
r ,不失一般性 ,可设其还满足

C
T d

1

‖ d
1‖

≥… ≥ C
T d

r

‖ d
r‖

( 4)

且 dk- = d
1 ( 5)

由于 d
1
将出现无限次 ,则存在 k

*
≥k

-,dk* = d
1
,现考查折线 xk-xk-+ 1xk-+ 2… xk* :

C
T

xk* - C
T

xk- = C
T
(x k* - xk* - 1 ) + C

T
( xk* - 1 - x k* - 2 ) + … + C

T
(x k+ 1 - x k-) = 　　　　　　　　

C
T
λk* - 1dk* - 1+ C

T
λk* - 2dk* - 2+ … + C

T
λk
-dk

- =

C
T dk* - 1

‖ dk* - 1‖
λk* - 1‖ dk* - 1‖ + C

T dk* - 2

‖ dk* - 2‖
λk* - 2‖ dk* - 2‖ + … + C

dk-

‖ dk-‖
λk-‖ dk-‖ ≤

C
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-
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(λk
*
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*

- 1‖ + λk
*
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*

- 2‖ + … + λk
-‖ dk

-‖ )≤

- ‖ pkC‖ L d ( 6)

这里 Ld表示折线 xk
-x k

-
+ 1… xk

*的长度。

而 C
T
xk* - C

T
xk

- = C
T ( xk* - xk

- ) = C
T
Pk

- (xk* - xk
- ) = (Pk

-C ) T ( xk* - xk
-)≥

- ‖ Pk-C‖ ‖ xk* - xk-‖ ( 7)

由于 Ld > ‖ xk
* - xk

-‖ ,从而可得 C
T
xk

* - C
T
xk
- <C

T
xk

* - C
T
xk ,矛盾 ,因此算法必有限步终止。
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　　 Abstract　 The karmarka r alg o rithm is one kind of plo ynomial method of solv ing th e linear pro g ramming , but it

has the de tea t that the fr uit is no t stable. Meanwhile, fo r th e method is belong ing to the inner point algo rithm, th e

point g et at th e termina tion step is always approxima tely optima l. The g radient pro ject me thod g iv en in this paper

can go throngh the inner pa rt o r the r elativ e inner pa r t of the boundar y o f ar ea. It is also pr oved tha t the method

will termina te a t limit step in this paper.
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