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快速并行 σi 预测CORDIC算法

范　勇
 
　　王兆明　　黄香馥

(电子科技大学电子工程学院　成都　610054)

【摘要】　CORDIC 作为一种计算三角/双曲函数和向量旋转的迭代算法 , 其硬件结构简单 , 易于并

行化处理和 VLSI 实现 ,因而在实时信号处理方面有广泛的应用前景。在 CORDIC 算法中 ,旋转迭代方

向 σi 的快速确定是提高算法运算速度的一个有效方法。文中从 CORDIC 算法的基本思想出发 , 提出了

一种并行 σi 预测算法 , 直接由输入数据确定迭代方向 , 同时提高了算法的并行化程度 , 在保证精度的情

况下能大大缩短 CORDIC 迭代算法的运算时间。
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　　CORDIC(Coordinate Rotation Digital Computer)算法是一种可用于许多基本算术运算 、数学函

数计算和向量旋转的迭代算法 。Volder于 1959年首先提出了 CORDIC 算法解决三角函数 、乘法 、

除法的计算以及数据类型的转换问题[ 1] 。其后 ,由Walther 于 1971 年将其推广到双曲函数的计

算[ 2] 。CORDIC算法的主要优点在于其完全摒弃了费时的乘法器进行的乘法运算 ,而只需进行简

单的移位和加减运算 。这种结构特别适合于用大规模集成电路(VLSI)实现 ,可极大地提高数字运

算的速度 ,因此特别引人注目 。近年来 ,许多科学工作者对算法作了进一步的研究和改进 ,并应用

于各种信号处理技术 ,特别是用于实时信号处理领域中[ 3] 。例如 ,在一些阵列信号处理应用中 ,与

常规的方案相比 ,CORDIC 具有更高的性能 , 因其特别适于广义的向量旋转变换
[ 4]
。本文基于

CORDIC算法的基本思想提出的并行 σi 预测算法在一定条件下能有效地提高 CORDIC 的运算时

间 ,同时易于并行处理。

1　CORDIC算法描述
CORDIC算法的迭代过程可用递归或者流水线结构实现 ,迭代方程为[ 1]

xi+1 = xi -mσi2
-S(m , i)

yi (1)

yi+1 =y i +σi2
-S(m , i)

xi (2)

z i+1 = z i -σiam , i (3)

式中　整数 m 为+1 ,或-1 ,或 0 ,分别表示圆坐标 、双曲坐标 、线性坐标系;{S(m , i)}为一递增

的 、由 m 唯一确定的整数序列 ,并满足以下条件

S(m , i)≤S(m , i +1)≤S(m , i)+1

一般情况下取 S(m , i)=i;{σi}表示(坐标)旋转的方向 ,为一仅包含+1和-1 的符号序列 。αm , i

表示(坐标)旋转的角度 ,其值取决于 S(m , i)和 m 并满足

 　 1997年 5月 5日收稿 , 1997年 5月 24日修改定稿

　＊男　29岁　博士生



αm , j =
1

m
tan-1( m 2-S(m , i))=

tanh-1(2-S(m , j))　　m =-1

2-S(m , i)　　　　　 m =0

tan-1(2-S(m , i)) 　　m =+1 ,易

(4)

　　在CORDIC算法中有两种可能的运作模式:旋转模式和向量模式 。旋转方向因子 σi由下列

方程确定: σi =
　sign[ z i] 　　　　　　　　z i ※0(旋转模式)

-sign[ x i] sign[ yi ] 　　　　 yi ※0(向量模式)

其中　sign(x)=
　1　　x ≥0

-1　　x <0 gi
,迭代结果如表 1所示。

表 1　CORDIC迭代运算结果

模式 双曲坐标(m =-1)或圆坐标(m=+1) 线性坐标(m =0)

z n※0

(旋转)

x n=Km[ x0cos( mz 0)- my 0sin( m z 0)]

yn=Km[ y 0cos( mz 0)+ mx 0sin( mz 0)]

x n= x 0

y n=y 0+ x 0z 0

yn※0

(向量)

X n=Km x 20+my20

zn=z 0+
1

m
tan-1( my 0/ x 0)

x n= x 0

zn=z 0+y 0/ x 0

表中 , x 0 、y 0 、z 0为迭代的初值 , K m 为比例因子:Km =∏
n

i=1
1+mσ

2
i2
-2S(m , i)

。

CORDIC算法属于数字 —数字算法 ,因此它有线性的收敛域和序列的特性 ,亦即是:对于字长

为 N 的向量计算 ,(N +1)次迭代即可保证足够的精度 ,而第(i+1)次迭代必须在第 i 次迭代完成

之后进行 ,这一特性直接影响了 CORDIC 的运算速度 。此外 ,方程(1)～ (3)的迭代运算不能使比

例因子 K m≡1 ,迭代的最后结果需进行校正 ,这样也降低了 CORDIC 的速度 。由方程(1)～ (3)可

以看出 ,在迭代过程中决定运算速度最主要的因素是加/减运算。在非冗余数字系统中 ,进位的传

输使加/减运算的时间下限通常与字长 n 成正比 ,这样使 CORDIC的速度大大降低 ,因为在每一次

迭代中旋转方向的确定都需要全精度的计算 ,冗余 CORDIC 的提出对解决这一问题作出了重大贡

献[ 4] 。采用冗余 CORDIC算法可以减少每一步的基本运算时间:1)采用不需进位传输的冗余加

法;2)采用残数估算取代完全计算的方法来确定旋转的方向。

2　并行 σi 预测算法
对于一般结构的 CORDIC算法 ,其运算速度受加/减运算的进位传输限制而较慢 。这不仅是

因为加法器运算时间长 ,而且因为 CORDIC 的迭代方向由中间结果的符号位唯一确定 ,而在最高

有效位(MSB)计算出来之前符号位是未加的。对于冗余 CORDIC算法 ,用数字集{-1 ,0 ,1}表示

二进制数的快速冗余加法克服了加/减运算受进位传输限制的缺点 ,加快了运算的速度。旋转迭代

方向 σi 也是用整数子集{-1 ,0 , 1}来表示 ,即允许 σi 为零并将其作为一个有效的选择 ,但在迭代

过程中不进行任何操作 ,从而减少了整个运算的迭代次数。为保证比例因子 K m 为常数 ,补偿是必

须的 ,具体算法见文献[ 5] 。虽然用冗余数字系统结构能有效地提高 CORDIC的运算速度 ,但是迭

代方向 σi 的判定问题依然没有得到解决:1)冗余数字的符号位是隐式的;2)有序的符号判别不利

于并行化处理。因此 ,我们提出并行 σi 预测算法来解决这一问题。

并行 σi 预测算法的主要思想是直接从旋转角度 z 0 推导出方向集{σi}。对于线性坐标系统(m

=0),旋转模式(z i※0)的迭代结果为

yn = y 0 +z 0 x 0　　(y 0 , x0 , z 0 为迭代初值)
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其中初值 z 0用二进制表示为 z0 =∑
i

Z i2
-1　　Z i ∈ {0 ,1}

可以证明 ,在冗余数字系统中 , z0 可以表示为

z 0 =∑
i

σi2
-i+1　　σi ∈ {-1 ,0 ,1}

例如 ,设初值 z0=0.855 468 75 ,即

z 0 =2
-1
+2
-2
+2
-4
+2
-5
+2
-7
+2
-8
=2

0
+(-1)×2

-2
+2
-3
+(-1)×2

-5
+2
-6
+(-1)×2

-8

与此相对应 ,{Z i}={1 ,1 , 0 ,1 , 1 ,0 ,1 ,1 ,0},{σi}={1 , 0 , -1 ,1 , 0 , -1 ,1 , 0 , -1}。这就意味着在二

重旋转迭代过程中 ,旋转方向集{σi}的确定过程可以等效为对二进制码集{Z i}的编码变换过程 ,按

照一定的变换规则 ,可以直接从 z 0 得到全部的 σi 。这一过程可以并行处理 ,因此采用这一方法可

以有效地提高运算的速度 ,下面给出变换方法 。

设 z0=0 , Z 1 , Z 2 ,Z 3 , …Z i-1 , Z i …Zn 。则{Zi}※{σ
m
i }的编码规则如表 2所示 。

表 2　位编码规则 1

Zi-l Z i σmi

0 0 　0

0 1 　1

1 0 -1

1 1 　0

表 3　位编码规则 2

σmi-1 σmi σi-1 σi

　1 -1 0 　1

-1 1 0 -1

其他 σmi-1 σmi

　　利用上面的例子 ,{Z i}※{σ
m
i }的变换过程为(1

-

=-1):

Z i 0. 1 1 0 1 1 0 1 1 0

　  　  　  　  　  　  　  　  　  

σmi 　 1.　 0　 1　 1　 0　 1　 1　 0　 1

　　为了进一步提高算法的运算速度 ,我们对{σmi }再进行一次编码变换 ,规则如表 3所示 。

仍利用上面的例子 ,{σmi}※{σi}的变换过程为(1
-

=-1):

σmi 1. 0 1
-

1 0 1
-

1 0 1
-

0

　  　  　 　  　 　 

σi 1. 0 0 1 0 0 1 0 1 0

这样 ,我们用 σi预测算法使给定迭代运算的迭代次数减少了至少 50%以上 。

以上讨论的是线性坐标系统(m =0)下的情况 ,而在圆及双曲坐标系统(m =±1)中 ,情况有所

不同 。这是因为 z 0 的分解比较复杂 ,此时

z 0 =∑
i

σ1αm , i =∑
i

σi
1

m
tan-1( m 2-2S(m , i))

由于 αm , i≠2
i ,不能直接运用以上规则 。但是随着 i 的增加 ,2 i 与αm , i之差变小。因此 ,如果对预

测的误差及时进行补偿调整 ,以上的变换规则仍然可以适用 。下面我们推导出预测误差的上界。

CORDIC算法的收敛条件是:在第 i 次迭代结束后 ,剩余旋转角度 z i 的绝对值不大于下次将

要迭代的实际旋转角度的两倍 ,即: z i ≤2αm , i 。因此 ,如果利用我们的编码变换规则作近似处

理 ,则在第 j 次到第 k 次的迭代过程中 ,近似误差就必须小于或等于 αm , k 。在这种情况下 ,如果第
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k 次迭代后误差大于αm , k ,重复该次迭代即可使 z k ≤2αm , k ,从而保 CORDIC算法收敛。考虑下

式

∑
k

i=j

2-i -
1

m
tan-1( m 2-S(m , i+1)) ≤

1

m
tan-1( m 2-S(m , k))

　　将不等式的两边用极数展开 ,得

∑
k

i=j

2-i -(2-S(m , i+1)+
1
3
m2-3S(m , i+1)-

1
5
m
22-5S(m , i+1)+…)

≤2-S(m , k)-
1
3
m2-3S(m , k)+

1
5
m
22-5S(m , k)-…

　　设 S(m , i)=i , m =1 ,忽略高阶误差 ,可得

1
3 ∑

k

i=j

2
-3i
≤2

-k
,或近似为:k ≤3j +1.5

上式表明 ,确定 σi的全并行位编码变换规则适用于从第 j次开始到第 k 次(=3j)的迭代过程 ,随后

进行一次补偿调整以校正可能有的误差 。此调整迭代与上次迭代相似 ,但旋转方向 σi 可能不同 。

3　结　论
冗余数字的系统结构能有效地提高 CORODIC 算法的运算速度。本文讨论的并行 σi 预测算

法 ,能快速得到迭代方向 σi ,并且可以并行处理 ,从而进一步提高了旋转模式冗余 CORDIC 的运算

速度 。
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Fast Parallelizing σi Prediction CORDIC Algorithm

Fan Yong　　Wang Zhaoming 　　Huang Xiangfu
(College of Electronic Eng., UEST of China　Chengdu　610054)

　　Abstract　The CORDIC algorithm is well know n as an efficient method for the computation of

trigonometric/hyperbolic functions and vector ro tations.The CORDIC iteration is directed by the rota-

tion direction factor σi.Therefore the fast determination of σi is important to accelerate the speed of
CORDIC processors.σi determination in redundant number system is no t st raightforwo rd because an

exact sign detection is not possible efficient ly.Therefore , an predict algorithm of the original CORDIC

is proposed which parallelize the σi determination and reduce the latency time of CORDIC algorithm

considerably .

　　Key words　coo rdinate ro tation digital computer algorithm;　ro tation direction factor;　parallel
σi prediction;　reco rding conversion
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