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(块)H矩阵与亚正定矩阵＊

黄廷祝＊＊　　蒲和平
(电子科技大学应用数学系　成都　610054)

【摘要】　(块)H 矩阵和亚正定矩阵都是数值代数和矩阵论研究中重要的矩阵类 ,具有广泛的应用

背景。文中研究它们之间的关系 , 获得了一些具有理论和实际意义的结果。
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　　(块)H 矩阵及其子类 M 矩阵和亚正定矩阵 ,近年来一直是计算数学和矩阵论领域研究的热点

之一 ,分别取得了不少优秀的成果[ 1～ 4] 。然而 ,关于这两类重要的矩阵类的关系未见报道 ,而这同

样是具有重要的理论和实际价值。本文研究它们之间关系 ,获得了一些有意义的结果。

文中将用如下记录:N {1 , 2 , …, n},M n(R)(M n(C))表示 n 阶实(复)阵全体;Z n , n  {(aij)

∈M n(R):a ij≤0 , i≠j;i , j ∈ N}, λ(A)表示矩阵 A 的特征值;‖·‖表示与向量范数相容的矩阵

范数;In 表示n 阶单位矩阵 。

若 A ∈ Z
n , n
, A=cI -B , B≥0(非负矩阵),且谱半径 ρ(B)<c ,则 A 为 M 矩阵 。

设 A ∈ Mn(C),若其比较阵  A=( a ij)为 M 矩阵 ,则称 A为 H 矩阵 。这里

 a ij =
|aii|　　i = j

-|aij|　 i ≠ jne
　i , j ∈ N

　　设 A ∈ Mn(R),若 H(A)=
1
2
(A+AT)为对称正定阵 ,则称 A为亚正定阵 。

下面给出M矩阵 、(块)H矩阵与亚正定矩阵的关系的结果。

引理 1　设 A ∈ Mn(R)为亚正定矩阵 ,则 Re λ(A)>0 。

证明　由假设知 H(A)=
1
2
(A+AT)对称正定 ,因而 λ(H(A))>0 ,由

minλ(H(A))≤Reλ(A)≤maxλ(H(A))

知结论成立。 证毕

定理 1　设 A ∈ Z
n , n
为亚正定阵 ,则 A为 M 矩阵;又若 A 为正规矩阵 ,则 A 为亚正定矩阵的

充分必要条件为 A是 M 矩阵 。

证明　设 A 为亚正定阵 ,则由引理 1知

Reλ(A)>0

又 , A ∈ Z n , n ,故根据文献[ 1] , A为 M 矩阵 。

当 A为正规矩阵时 ,由文献[ 5]有

{λ(H(A))}={Reλ(A)}



若 A为 M 矩阵 ,由文献[ 1] M 矩阵的等价条件有

Reλ(A)>0

所以 λ(H(A))>0。又 H(A)为实对称矩阵 ,因而 H(A)对称正实 ,即 A为亚正定矩阵。 证毕

由H 矩阵定义立刻有

推论 1　设 A ∈ Mn(C),若  A 为亚正定矩阵 ,则 A 为 H矩阵;又若 A 为正规矩阵 ,则 A 为 H

矩阵的充要条件为  A 为亚正定矩阵 。

定理 2　设 A ∈ Mn(R)为正规 H 矩阵 , a ii>0 , i ∈ N ,则 A为亚正定矩阵。

证明　A 为H 矩阵 ,由文献[ 1]知 ,即存在正数 x 1 , x 2 , …, x n>0使得

xi|a ii|>∑
j≠i

xj|aij|　　i ∈ N

也就是存在正对角阵 X =diag(x 1 , x 2 , … , x n),使得 B=(b ij)=X
-1
AX 严格对角占优 ,又 bii=a ii

>0 , i ∈N ,故根据文献[ 6]定理 1有 Reλ(B)>0 ,因而

Reλ(A)=Reλ(B)>0

又 A为正规阵 ,所以 λ(H(A))>0 ,再由 H(A)为对称阵知 A为亚正定阵 。 证毕

下面再研究块 H 矩阵与亚正定矩阵。设 A ∈ Mn(C)分块形如

A =

A11 A12 … A 1k

A21 A22 … A 2k

… … … …

Ak1 Ak2 … Akk

i
(1)

其中　A ii ∈ Mn
i
(C)非奇 , ∑

k

i=1
ni=n 。记 K ={1 ,2 , … , k}。若存在正数 x 1 , x 2 , …, xk >0 ,使得

x i ‖ A
-1
ii ‖

-1 >∑
j≠i

X j ‖ A i j ‖　　i ∈ K (2)

则称 A 为块 H 矩阵 。

定理 3　设 A ∈ Mn(R)为块 H 矩阵(向量范数取绝对范数), A ii(i ∈K)为 M 矩阵 ,则存在正

对角阵 X 、Q ,使得 QAX为亚正定矩阵 。

证明　设 B=(bij)k×k ,其中

b ij =
‖ A ii

-1 ‖-1　　i = j

‖ A ij ‖　　　 i ≠ jλ
　i , j ∈ K

由假设 A 为块H 矩阵及式(2)知存在正数 x 1 , x 2 , … , xk>0使得

x i|bii|>∑
j≠i

xj|b ij|　　i ∈ K (3)

作正对角阵 X1=diag(x 1 , x 2 , … , xk),式(3)即 BX1 为(按行)严格对角占优矩阵。于是作正对角

阵 X=diag(x 1 In
1
, x 2 In

2
, …, x kIn

k
),则 AX 为(按行)块严格对角占优阵。由式(3)知 B为 H 矩阵 ,

显然 B
T 也是 H矩阵。又 ,正对角阵与 H矩阵的乘积仍为 H矩阵 ,所以 X1B

T 为H 矩阵 。因而 ,存

在正对角阵 Q1 ,使得 X1B
T
Q1 按行严格对角占优阵 ,又 X1B

T 按列严格对角占优 ,因而 X1B
T
Q1 ,

按行 、按列均严格对角占优 ,这样 ,(X1B
T
Q1)

T
=Q1BX1也按行 、按列均严格对角占优。于是 ,取

X =diag(x 1 In
1
, x2 In

2
, …, xkIn

k
)

Q =diag(q1 I n
1
, q2 In

2
, … , qkI n

k
)
　　xi , qi >0 , i ∈ K

则 QAX为按行 、按列均严格对角占优的。记 T  QAX ,则 E 
1
2(T +T

T
)为块严格对角占优的
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实对称矩阵。相应于 A的分块形式(1),由 A ii为 M 矩阵知 T ii为 M 矩阵 ,因而 Ei i为 M 矩阵 。又

E 为块严格对角占优阵 ,根据文献[ 2]知

λ(E)>0

又 E实对称 ,所以 E对称正定。故 T 为亚正定矩阵 ,即 QAX为亚正定阵 。 证毕

若 A为正规矩阵 ,可以得到下列更好的结果。

定理 4　设 A ∈ M(R)为正规块 H 矩阵 , A ii为 M 矩阵(i ∈K),向量范数取绝对范数 ,则 A 为

亚正定阵 。

证明　由 A 为块 H 矩阵 , A ii(i ∈K)为 M 矩阵 ,根据文献[ 7]有

Reλ(A)>0

又 A为正规阵知{λ(H(A))}={Reλ(A)},于是

λ(H(A))>0

故 A为亚正定阵 。 证毕
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(Block)H-matrices and Sub-positive Definite Matrices
Huang Tinzhu　　Pu Hepin
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　　Abstract　Bo th (Block)H-matrices and sub-positive defini te matrices are the important matrices

classes in numerical mathematics and matrix theory ,which are applicable in many fields.In this paper ,

the intership is studied betw een the tw o matrices.The new results obtained are interesting in theory

and practice.
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