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一种机器人逆运动学求解的神经网络方法＊①
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邓　超
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【摘要】　研究了机械手控制的逆运动学问题 , 提出了一种克服 Hopfield 网络的局部极值问题的网

络参数扰动算法 , 通过数字模拟分析了该算法的性能 ,并将该算法成功地应用于机械手控制的逆运动学

问题。计算机仿真表明 , 这种神经网络控制方法不仅具有较快的速度 , 而且大大提高了对机械手的控制

精度。
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　　机械手运动学是研究机器人的机械臂的运动及其控制特性
[ 1]
。通常 ,人们要求机械手去完成

某一动作 ,习惯上总是以笛卡尔坐标空间中的状态向量(如平面坐标系中的位移 、速度等)来描述 。

而对机械手的操纵则是通过调节机械臂各个关节的角度来实现 ,机械臂各关节间的角度以及角速

度构成了特定动作的另一种描述。对于给定的一组机械臂关节间的角度 ,寻找机械手在笛卡尔坐

标系中的位置及运动方向则称之为“直接运动学问题” ,反之 ,为了控制机械手的运动 ,在已知机械

手的运动轨迹条件下 ,求解对应的机械臂关节间的角度问题 ,则称为“逆运动学问题”[ 2] 。

通常 ,一些问题的逆运算比正运算要复杂得多 。例如线性组合运算是矩阵相乘问题 ,而其反问

题解线性方程组则是矩阵求逆问题 ,显然后者比前者要复杂得多 ,若能用正运算求解逆运算将使算

法大大简化 。实际上 ,人的心算过程往往是通过这种简化方法来完成的 。近十年来兴起的反馈型

人工神经网络[ 3]的问题求解特性与人的心算极为相似 ,其“反馈”机制就是将估计结果取回经过神

经元与其门限进行比较 ,然后根据误差来精细地调整结果 ,直到收敛于正确值 。目前 ,反馈型人工

神经网络已经在矩阵求逆 、优化计算和联想记忆等方面获得了广泛的应用 。其中最典型的就是

Hopf ield网络(HNN)[ 3] ,由于其大规模并行集体计算特性 ,已经在许多领域获得了广泛的应用 。但

HNN 面临严重的局部极小值问题 ,大大阻碍了其在优化计算中的应用。克服该网络的这种不足有

许多方法 ,如 Kirkpatrick的模拟退火法[ 4] ,Abe的局部极值抑制法等[ 5] 。基于 HNN的特性 ,受 SA

法的启发 ,本文发展了一种 HNN 的参数随机噪声扰动算法 ,有效地克服了其局部极值问题 ,并将

其成功地应用于机械手控制的逆运动学问题 。

1　逆运动学问题
在机器人的机械手控制的研究中 ,最重要的问题之一是逆运动学问题。对于已知的机械手在
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任何时刻一组关节角度对应于末端抓手的笛卡尔坐标系中唯一的位置和方向。通常考虑具有 n

个自由度的机械手。在某一时刻 t ,关节变量状态向量 θ(t)=[ θ1(t), θ2(t), …, θn(t)]
T ∈R n 与

机械手的位置状态变量向量 x(t)=[ x1(t), x 2(t), … , xm(t)]
T ∈ R

m 间的关系由如下机械手运

动学方程描述

x(t)= f(θ(t)) (1)

　　一般情况下 ,这种机械手运动学方程为非线性超越方程 ,无法直接反解式(1)的解析解 ,而只能

采用迭代的方法求解其数字解 ,这样就大大降低了机械手的控制速度 。为克服这一困难 ,常用的反

解策略是建立机械手位置状态向量的关节状态向量的微分运动关系 ,从而求解某机械手的运动向

量所必须的关节速度 。对式(1)的两边求导得

﹒x(t)=J(θ(t))﹒θ(t) (2)

式中　﹒x(t)=d x(t)/dt , ﹒θ(t)=dθ(t)/d t ,而 J(θ)= f/ θ∈ R
m×n为一(m ×n)矩阵 ,它是机械

手运动学方程的雅可比阵 。

这样 ,可从一预先规划的运动轨迹 x(t)或其速度 ﹒x(t)来计算关节变量的变化路径 θ(t)或其

速度 ﹒θ(t),达到对机械手的有效控制 。即 ,在给定 ﹒x(t)的情况下 ,相应关节状态向量的速度为

﹒θ(t)=J
+
(θ(t))﹒x(t) (3)

式中　J
+
(θ)=J

T
(θ)[ J(θ)J

T
(θ)]

-1
∈ R

n ×m
为雅可比阵的 Moore-Penrose伪逆。式(3)给出的

解常称为关节速度的伪逆解。对于非冗余度机器人(m =n),有 J
+(θ)=J -1(θ).对于冗余度机器

人(m <n),伪逆解为关节状态速度的最小范数解 。

2　HNN模型及其参数扰动(PD)算法模型
2.1　Hopfield神经网络模型

HNN是一种全连接的反馈型网络。令 H 和Q 分别代表 HNN 和其神经元集合。 Wij表示神

经元 i 和神经元 j 之间的连接强度 , I i表示神经元 i的输入偏置 。同时假设 W ij=Wj i和Wii<0(i ,

j ∈Q)。对于具有理想放大器的网络 H ,其 Lyapunov 能量函数为

E =-1
2 ∑i ∈ Q
∑
j ∈ Q

Wi jV iV j -∑
i ∈ Q

IiV i (4)

式中　V i 表示神经元 i 的输出状态 。它的状态演化行为满足 dV i/d t=- E/ V i=∑
j ∈ Q

W ijV j +Ii

(i ∈ Q)。

2.2　HNN的参数扰动(PD)算法

HNN 是一种局部搜索算法。给定一个初始状态 ,它将稳定于该初始状态附近的某一局部极小

点。因此可以想象 ,如果能够求得一个比现有局部极小点的能量更小的一个新的状态并将其作为

网络的新初始状态 ,则网络就能进一步进行演化并稳定到一个新的局部极小点 。尤其是当某一个

新的初始状态正好位于网络全局极小点的吸引域内时 ,则网络将收敛到其全局最小点。基于这种

思想并受 SA 算法的启发我们提出了一种避免 HNN局部极值的算法 ,称其为参数扰动(PD)算法 。

假设网络 H 已处于某一局部级小状态 。通过对网络参数(即网络的连接权和偏置)进行如下

随机扰动 ,可以得到一个新的 HNNH
r

H
r :Wr

i j =Wi j +δW i j　　　 i , j ∈ Q , i < j (5a)

W
r
i j =W

r
j i i , j ∈ Q , i > j (5b)

I
r
i = Ii +δI i i ∈ Q (5c)
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式中　δW ij和δΙi分别代表网络连接权和神经元输入偏置的随机扰动分量 。

显然 ,式(5b)保证网络扰动后的连接权仍是对称的 ,故按式(5)扰动所生成的网络 H
r 仍具有

稳定的平衡状态 。关于式(5)中随机扰动分量的产生可以有多种方式 ,也可以根据具体的应用问题

采用不同的扰动方式 。这里介绍一种更一般的扰动方法 ,它既具有乘性噪声扰动又具有加性噪声

扰动 ,其具体形式如下

δWij =α1n ijWij +β1n ij　　i , j ∈ Q , i < j (6a)

δIi =α2m iIi +β2mi　　i ∈ Q (6b)

式中　n ij和 mi 分别为归一化高斯噪声或(0 ,1)间的均匀分布噪声 , αi , βi(i=1 ,2)分别为控制网络

连接权和输入偏置参数扰动强度的正常数 ,其中 αi 称为乘性噪声的扰动强度 , βi 为加性噪声的扰

动强度。

由式(5)可知 ,网络 H 和网络 H
r 具有相同的拓扑结构 ,其差别只是网络的参数不同。因此 ,这

两个网络的神经元是一一对应的 ,并且它们之间的状态可通过各个对应的神经元进行相互映射 。

假设网络 H 处于某一局部极小点 ,由式(5)对网络参数进行扰动 ,可获得一新网络 H
r 。保存网络

H 的当前局部极小点并将其作为新生成网络H
r
的初始状态 。让网络 H

r
演化并收敛到其稳定状

态 ,再将该稳定状态映射回网络 H 并作为其新的初始状态。判断网络 H 能否稳定到一个能量值

比当前局部极小点状态更小的一个新的局部极小点状态。如能 ,接受该状态为网络 H 的新局部极

小点状态 ,否则保留其上一次局部极小点状态 ,完成一次迭代。按此循环迭代直到总迭代次数大于

预先设定的最大迭代次数 n max或连续 N 次都没有新的局部极小点状态可以被网络H 接受为止 ,

算法终止 。很显然 ,该 PD算法实质上是网络参数扰动加 HNN 局部搜索特性 。

2.3　PD算法特性分析

为了简化分析 ,使其不失一般性 ,令式(6)中 α1=α2=α和 β1=β2=β 。由式(5)可知 , α为乘

性噪声扰动强度参数 ,对网络的收敛性能有很大影响;它是一个敏感参数 ,在实际应用中要严格限

制其变化的范围 。而 β为加性噪声扰动强度参数 , 其取值应随网络权 W 和偏置 I 的取值大小作

相应选取;换句话说 ,当 W 和 I 的取值较大时 , β应取较大的值 ,反之 , β 应取较小的值。图 1 分别

给出对于不同 α和 β用 PD算法求解 10个城市 TSP 问题的收敛特性 。图中 Nav表示平均迭代次

数 ,

它是对每一组参数运行十次PD算法的迭代次数的平均值 , 其合理的参数范围应是α=0.1 5

-0.30 , β =0.00-0.25 ,与上面的分析一致 。

图 1　对于不同 α和 β 值 PD 算法的收敛性能
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为了与SA方法比较 ,我们采用 SA方法求解同样的 10个城市的 TSP 问题 。在 SA 方法中 ,温

度的降低采用指数退火方式(即 T 0 r
k , k =1 ,2…。 T 0 为初始温度 , γ为小于并接近 1的常数)。大

量数字仿真表明 PD算法在大约 100次迭代后即可收敛到较满意的解 ,而 SA算法要获得相同解需

要 1 000次迭代以上 ,由此可见 PD算法的有效性 。SA 算法与 PD算法的特点比较见表 1。

表 1　PD算法与 SA算法的特点比较

　　　　PD算法 　　　　SA 算法

多个神经元并行扰动 , 扰动效率高 每次迭代只对一个神经元扰动

能在有限时间到达全局最小 无法保证在有限时间到达全局最小

每次迭代都达到有效解 算法的中间迭代状态无意义

　　从上面的讨论可知 ,PD算法不仅具有很强的搜索全局极小点状态的能力 ,而且与 SA 算法相

比具有很高的搜索效率。

3　逆运动学问题求解的 PD算法
为了将 PD算法用于求解逆运动学问题 ,为网络 H 构造如下目标函数

E = 1
2
‖ ﹒x d -﹒x ‖

2
2 (7)

式中　﹒x d 为机械手在 Cartesian坐标系中期望状态向量 x d 的速度向量;﹒x 为实际状态向量 x 的速

度向量;符号‖·‖2 代表向量 2-范数。

将式(2)代入目标函数式(7)并与式(4)比较 ,得

E =-
1
2
﹒θTW﹒θ-I

T﹒θ+
1
2
‖ ﹒x d ‖

2
2 (8)

式中　W=-J T
J ∈R n×n为网络 H 的连接权矩阵 , I =J ﹒x d ∈ R

n×1为该网络神经元的输入偏置向

量。显然网络 H 的输出函数为理想线性函数 ,其动力学特性满足如下向量微分方程

d
dt
﹒θ= k(W﹒θ+I)　　　k >0 (9)

其中

dE
d t =-(W﹒θ+I)

d
dt﹒θ=-k

-1
‖

d
dt﹒θ‖

2
2 ≤0

即网络是稳定的 ,稳定时给出目标函数的极小值。

为了求得网络 H 的全局极小点或其一个很小的邻域 ,提高机械手的控制精度 ,将第二节的 PD

算法应用于这种神经网络控制器的演化计算中 ,得到的神经网络控制系统如图 2所示。其控制过

程为:每隔时间 T ,就有一个采样输入向量 ﹒xd 和机械臂状态 ,从而确定网络 H 的连接权值和输入

向量 ,然后启动 PD算法以逃离 HNN能量的局部极小点 ,使网络最终达到其全局极小点或其邻域

的稳定平衡状态。对神经网络 PD算法的最终平衡状态进行积分可得关节状态向量 θ,并用于对机

械臂的精确控制 。

4　计算机仿真实验
为了验证本文方法的有效性 ,我们进行了如下两个仿真实验:
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图 2　PD算法神经控制系统的结构　　　　　　　　　　图 3　两个自由度的平面机械手

仿真实验 1　对于如图 3所示的两个自由度的平面机械手 ,其中 ,连杆长度 d 1=d 2=1 , A 、B

为转动关节 , C为末端执行器的位置 。考虑这样一个任务:已知某机器人的机械手的初始位置为

x(t 0)=[ x 1(t 0), x 2(t 0)]
T =[ 0.80 , 1.20] T

其对应的初始关节位置为

θ(t 0)=[ θ1(t 0), θ2(t 0)]
T =[ 0.217 4 ,1.530 8] T

要求控制机械手以匀速直线运动 10 s , t f =10到达终点位置

x(tf)=[ 0.20 ,0.65]
T

对该项任务 ,在一台 Sun Sparc工作站上进行了仿真 。仿真中的积分过程采用了自适应变步长的

四阶 Runge-Kutta法 ,并采用式(6)的扰动方式 ,取 α=0.3 , β =0.42 ,仿真结果如图 4所示 。对该

任务机械手的末端关节位置为

θ(t f)=[ 0.048 6 , 2.447 7]
T

　　为了验证其反解精度 ,用仿真求得的关节变量通过一次运动学正运算得到的位置与理想位置

的最大误差的均方根为

δxmax <3.813 2e -9

由此可见 ,这种方法的控制精度是很高的。

(a)　计算的关节速度向量 ﹒θ(t)　　　　　　　　　　(b)　计算的关节变量向量θ(t)

图 4　仿真实验 1

仿真实验 2　对如图 3所示的平面机械手 ,考虑这样一个任务:已知其初始位置为

x(t 0)=[ x 1(t 0), x 2(t 0)]
T =[ 0.50 , 1.20] T

其对应的初始关节位置为
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θ(t 0)=[ θ1(t 0), θ2(t 0)]
T =[ 0.312 8 , 1.726 4] T

要求控制其末端执行器沿 x 1 方向以加速度 α=0.05 运动 ,同时保持沿 x 2 方向匀速直线运动 2 s

(t f =2)到达终点位置为

x(tf)=[ 0.60 ,1.20]
T

对这一问题同样进行了仿真 ,计算中选取 α=0.23 , β=0.35 。该任务机械手的末端关节位置为

θ(t f)=[ 0.048 6 , 2.447 7]
T

其 δxmax<8.36e-9。

5　结　论
本文基于 HNN和 SA算法提出了一种参数扰动算法 ,构造了一种神经网络控制系统 ,并将其

成功地应用于机械手运动的反解运算中 。仿真表明 ,与传统的数值迭代法相比 ,本文提出的控制方

法不仅具有较快的控制速度而且具有更高的精度 。
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　　Abstract　This paper deals w ith manipulator inverse kinematics.A parameter disturbing algorithm

of neural netw orks w hich can overcome the local minima porblem of Hopfield netw ork is proposed.Its

perfo rmance is analyzed in terms of digital simulations in detail.The algorithm is successfully applied to

the inverse kinematics problem of manipulator control.It is show n by simulations that the proposed

neural network controlling method not only has fast cont rol speed but also raise the control accuracy of

manipulato r.
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