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两类线排列计数问题的统一公式＊
①

蒲和平
＊＊　　黄廷祝

(电子科技大学应用数学系　成都　610054)

【摘要】　在长度为 n ,具有 m 个水平的线排列中 ,其最大游程长与最小游程长分别满足一定限制

条件的数列计数问题存在一定的联系 ,给出了这两类计数问题的统一公式 , 得到了一个组合恒等式。
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　　文献[ 1 ～ 3]研究了由 m 个数字 1 ,2 , … , m 作成的长度为n 而最大游程长小于 l 的线排列计

数问题 ,文献[ 4]研究了最小游程长不小于 l 的线排列计数问题 ,本文就这两类计数的统一形式及

一些相关问题进行讨论。

我们沿用文献[ 1 ～ 4]中的记号 ,并给出一些相关概念如下。

定义 1　m 元集{1 , 2 , …, m}可重复作 n 元排列 ,所有不同数列所成的集记为 Ψ(n , m)。

定义 2　Ψ(n , m , l)与 G(n , m , l)分别为 Ψ(n , m)中最大游程长小于 l 和恰为 l 的数列之

集; Ψ(n , m , l)与  G(n , m , l)分别为 Ψ(n , m)中最小游程长大于或等于 l和恰为 l的数列之集 。

定义 3　Ψ(n , m ;l 1 , l 2)(l 1≤l 2)为 Ψ(n , m)中最小游程长大于或等于 l1 ,最大游程长小于

l 2的数列之集;

　　G(n , m ;l 1 , l 2)为 Ψ(n , m)中最小游程长恰为 l1 ,而最大游程长小于 l 2 的数列之集;

G(n , m ;l 1 , l 2)为 Ψ(n , m)中最小游程长大于或等于 l 1 而最大游程长恰为 l 2 的数列之集。

定义 4　设 A 为一集合 , f(A)规定为 A 中元素的个数 。

约定　文中出现的 n 、m 、l 、l 1 、l2 均为正整数且满足 m ≥2 , l 1<l2 ≤n;对整数 α、β ,若 α<0

或 β<0 ,以及 α<β时 ,
α

β 下述
=0。

1　主要结果

定理 1

f(Ψ(n , m ;l1 , l 2))=m ∑

n
l
1

议 功

k=1
(m -1)

k-1∑
r≥0
(-1)

r
k

r3期

n -(l2 -l 1)r -(l 1 -1)k -1

　　　　　　k -1
(1)
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　　证明　将长度 n 作 k 部分有序分拆 ,其中每部分的长度都大于或等于 l 1 且小于 l 2 ,这些分拆

的种数记为 P
(l

1
, l

2
)

n , k ,则 Ψ(n , m ;l 1 , l2)中恰有 k 个游程的数列个数为m(m -1)k-1
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)

n , k 。

因 P
(l

1
, l

2
)

n , k 的生成函数为(xl 1+x
l
1
+1+…+x

l
2
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令 i+(l 2-l1)r+(l 1-1)k =n ,由于 i≥0 , r ≥0 ,故有 k ≤
n

l 1-1
,所以
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注意　在求和中应有 n-(l 2-l 1)r-(l 1-1)k-1≥k -1 , r ≥0 ,所以 k ≤
n
l 1
,故式(1)成立 。

显然 ,该定理给出的算式是文献[ 2]中的算式 f(Ψ(n , m , l))与文献[ 4]中的算式 f( Ψ(n , m ,

l))统一形式的推广 ,容易看出以下结论成立 。

　　定理 2　

f(Ψ(n , m ;1 , l))= f(Ψ(n , m , l)) (2)

f(Ψ(n , m ;l , n +1))= f( Ψ(n , m , l)) (3)

f(Ψ(n , m ;1 , n +1))= f(Ψ(n , m)) (4)

　　定理 2的结论是显然的。下面验证等号两边在计算形式上也完全保持一致 。

由定理 1得

f(Ψ(n , m ;1 , l))=m∑
n

k=1

(m -1)k-1∑
r≥0

(-1)r
k

r

(

n -(l -1)r -1

　　　k -1i 1

这便是文献[ 2]中定理 7所给出的 f(Ψ(n , m , l))。

另外

f(Ψ(n , m ;l , n +1))=m ∑
n
l

-) (

k=1
(m -1)k-1∑
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(-1)k
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r 　　
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-

在求和中有 0≤r ≤k 。当 r >0时 ,因为

n -(n +1-l)r -(l -1)k -1 =-n(r -1)-(l -1)(k -r)-1 <0

故只可取 r=0 ,从而

f(Ψ(n , m ;l , n +1))= m ∑
n
l
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(m -1)k-1
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这便是文献[ 4]中定理 4所给出的 f( Ψ(n , m , l))。

在式(5)中 ,取 l=1得

f(Ψ(n , m ;1 , n +1))=m∑
n-1

k=0
(m -1)

n -1

　k
=m[ (m -1)+1]

n-1
=

m
n
= f(Ψ(n , m))

　　由定理 1 ,可直接得到 f(G(n , m ;l 1 , l 2))与 f(G(n , m ;l2 , l 2))的计算公式如下 。

　　定理 3　

f(G(n , m ;l1 , l 2))= f(Ψ(n , m ;l 1 , l 2))- f(Ψ(n , m ;l 1 +1 , l 2)) (6)

f(G(n , m ;l1 , l 2))= f(Ψ(n , m ;l 1 , l 2 +1))-f(Ψ(n , m ;l 1 , l 2)) (7)

特别地

334 电 子 科 技 大 学 学 报 第 27 卷



f( G(n , m , l))= f(G(n , m ;l , n +1)) (8)

f(G(n , m , l))= f(G(n , m ;1 , l)) (9)

　　式(8)和式(9)分别说明文献[ 4]中的定理 2与文献[ 1]中的定理 6仅是本定理的特殊情形 。

　　定理 4　

∑
r≥0
(-1)r

k

r,

n -r

k -1 l (
=0　　n ≥ k (10)

　　证明　显然 Ψ(n , m ;l , l+1)为 Ψ(n , m)中每个游程长均为 l 的数列之集 ,故

f(Ψ(n , m ;l , l +1))=
O　　　　　　　l|n

m(m -1)
n
l
-1
　　l|n=

(11)

　　另一方面 ,由定理 1得
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r( n
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　　若 l n ,由式(11)、(12)可得

∑
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r
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　　　　k -1 l 1
=0 (13)

　若 l n ,式(12)可写为

f(Ψ(n , m ;l , l +1))=m(m -1)
n
l-1 +m∑

n
l
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k=1
(m -1)k-1 ×　　　　　

∑
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r
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(14)

由式(11)和式(14)仍可得到式(13)成立 。

在式(13)中取 l=1 ,并记 n-1为 n ,便得到式(10),得证 。

2　算　例
下面 ,我们给出本文主要结论的两个具体算例 。

1)求 f(Ψ(6 ,9;2 ,4))

由定理 1得

f(Ψ(6 ,9;2 ,4))=9∑
3
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(9-1)k-1∑
r≥0

(-1)r
k

r- )
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8
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(-1)

r 3

r + -
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　2 l=9[ 0+8 +8
2
] =648

　　2)求 f(G(6 ,9;2 ,3))
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　　由定理 3中的式(7)得

f(G(6 ,9;2 ,3))= f(Ψ(6 ,9;2 ,4))-f(Ψ(6 ,9;2 ,3))

再由定理 1

f(Ψ(6 ,9;2 ,3))=9∑
3

k =1
(8 -1)

k-1∑
r≥0
(-1)

r k

r

5 -r -k

　k -1-
=576

又

f(Ψ(6 ,9;2 , 4))=648

所以

f(G(6 ,9;2 ,3))=648 -576 =72
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Unified Formulas for Two Kinds of Linear

Permutation Counting Problems

Pu Heping　　Huang Tinzhu
(Dept.of Applied Mathematics , UEST of China　Chengdu　610054)

　　Abstract　Some relationships between tw o kinds of linear permutat ion count ing problems exist in

the set of m level digital sequences of leng th n whose maximal run length and minimal run leng th sat-

isfy some const rains respectively.In this paper , some unified formulas are given which solve the above

problems.A combinato rial identical relation is also obtained.

　　Key words　linear permutation;　minimal run leng th;　maximal run length;　counting prob-

lem
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·科研成果介绍·

NTRTES:WINDOWS N T

实时操作特性实验系统
主研人员　罗　蕾　熊光泽　刘锦德　王志平

该项目选择 NT 的实时性作为研究的重点 , 为探索 NT 的实时性 ,设计和实现了一实时特性实验系统。该系统

对 NT 的实时性进行了测试 ,尝试用定量方法研究操作系统 ,弥补了前人研究 , 分析了 NT 中之不足 , 为全面分析操

作系统打下良好基础 ,对重点工程的系统软件造型和方案论证具有一定指导作用。
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