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关于线性系统约当规范形的讨论

罗 刚
’

张 翼
(西南交通大学电气学院 成都 61 00 13 ) (深圳南油物业公 司 深圳 5 18 0 5)4

周立峰
(电子科技大学 自动化系 成都 61 00 5 )4

【摘要 ] 研究 了对相对同一特征根却具有多个约 当子块的约 当规范形线性系统的传递 函数形式和

实现结构图
,

给出 T 根据其本身特点而设计的一种求约当规范形的方法及其计算机实现程序
。
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在线性系统中
,

经常需要将状态空间表达式通过等价变换化为对角规范形 (如求系统的状态转

移矩阵
、

系统可控性
、

可观性的判定等 )
。

但在许多给定的系统中
,

由于系数矩阵 A 具有重特征值
,

通常情况下只能变换为准对角规范形—
约当 ( oJ dr an )规范形

。

线性系统的对角规范形和约当规范形
,

都与系统特征方程的解— 特征值有着密不可分的关

系
。

若系数矩阵 A 的特征值几
`

为两两相异时
,

系统具有对角规范形 ;当特征值 入
`

有重根时
,

则有

以下三种情况 [ ’
一 ’

火设 A 为 n x n 阶矩阵
,

为表述方便
,

设 A 的特征值全为重根 )
:

l) 虽然 A 的特征值几
*

有重根
,

但 A 阵仍有
n 个独立的特征向量

,

即同一特征值的代数重数等

于其几何重数
,

或者说每个约当小块都是一阶的
。

用这 n 个特征向量为列向量组成一个非奇异的

变换阵尸
,

仍可把系统化为对角规范形
。

2) 当特征值 久
`

的约当块 J
。

中只有一个约当子块
,

即每个约当块的阶数等于该特征值 的重数

时
,

系数矩阵 A 可化为以下的形式
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3) 当特征值 又
`

的约当块 J
`

中有多个约当子块
,

即每个约 当块阶数不等于该特征值 的重数时
,

A 可化为以下约 当规范形
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对于 )l 和 2 )所述两种线性系统
,

其传递 函数特性
、

系统结构图的实现及规范形的转化方法等
,

在许多文献中都有详细的论述「’ 一 ’ 】。 但对于第三种线性系统
,

有关文献仅叙述 了基 于广义特征向

量将 系统转化为这种形式的方法 3[, 6]
,

而未论及其传递函数特性及其结构图
。

本文主要以第三种线

性系统作为研究对象
。

1 约当规范形系统传递函数特性

为了讨论的方便
,

设系数矩阵 A 的特征值只有一个
n 重实根

,

且为 5 15 0 线性定常系统
。

设系统的状态空间表达式为

A X + B U
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通过等价变换的约当规范形为
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, C I几
; p 为非奇异 的变换矩阵

。

将上述系统的约当规范形转换为传递 函数形式
,

得

云(
。
)

=
亡(

:了 元’
一 ’ ` =

业竺导结件
鱼2竺三 口 1 5 + 口 2

一
(

s 一 几)
,

其中
x = b: 1 e l , + b

l Z e 1 2 + … + b l r , e , ` :

: + … + : b , , e , , + b`Z e , 2 + … + b`
· e ,。 ; , = b

1 2 e l l + b
l 3 e 1 2 + …

+ b
l r: c l

, , 1一 , : + … + : b`
Z c止, + b`

3 c , 2 + … + b`
r 1 C`

.。 一 , ; a l = x ; a Z = , 一 戚
,

等价变换并不改变系统 的

传递函数
,

所以 C (
3
)

=
乙(

:
)

。

由于上述系统是同一特征值 几`
的约当块中有多个约当子块的约当规范形 的特例

,

进行推广可

得出如下具有一般性的结论
: 具有第三种约当规范形 的线性系统

,

其传递函数的分子分母存在着公

因子
,

可进行零极点对消使系统化简
。

3 约当规范形系统的结构图

参考系统传递函数的并联分解
,

根据约当规范形传递函数的特性
,

对上述第三种系统
,

可如图

1进行构造
,

也可推广到更一般的系统
。
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4 将状态空间表达式化为约当规范形的方法

具有第三种约当规范形的线性系统
,

一般的转换方法是通过求系数矩阵 A 的广义特征 向量来

构造变换矩阵 尸 s[, 6〕。

这种方法的缺点在于计算思路复杂
、

步骤烦琐
,

不便于计算机实现
。

根据 以

上对这类系统的研究
,

可设计一种转换方法
,

即 :
计算出系数矩 阵 A 的特征值后

,

求出每个 多重特

征值约当子块的个数及阶数
。

然后组成约当规范形 互
,

再利用公式 A尸 =

反 求解变换矩阵 p
。

计

算步骤为
:

l ) 利用 d e t ( I
一 A )

= O
,

求出 A 的特征值 ;

2) 对其 中每个多重特征值 (以代数重数为
。 `

的几
:

为例 )
:

( l ) 求其几何重数
a ` = n 一 : a n k (A

一 几`
I ) ;

( 2) 判断
。 `

的值
:
若

a ` = 久` ,

则其约当规范形为对角形
,

转 ( 5 ) ;若
a ` 二 1

,

则其约当块中只有一

个子块
,

转 ( 5 ) ;否则
,

进行下一步 ;

(3 ) 判断各约当子块的阶数
:
计算 竹 二 几 一 ar n k ( A

一 几
,
I )

,

直到 马 二 。 `

为止
,

j == 0
,

卜
·

;再计算

各阶广义特征 向量的个数
: 西

+ , 二 巧
十 , 一 竹

,

这样得到的各阶广义特征 向量 的个数是递减 的 ;计算各

约当子块的个数
:
将 m

, ,

m Z ,

…
,

m *

逐次减 1直至为 O
,

并计算大于等于 O 的项的个数
,

即为第 h 个

子块的阶数
r 、 。

具体计算见表 1
。

表 1 约当子块的阶数

等于 O 的个数
; 、
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(4) 根据步骤 (3) 的结果

,

可以组成 久
`

的约 “ 块 了` ,

其表达式为 了
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( 5 ) 判断具有重根的特征值是否按上述 ( 1 )
一
( 4 )的步骤处理完毕

,

是则进行下一步
,

否则将转

至步骤 ( l )
。

3) 按步骤 2 )得 到的各约 当块 J 及 步骤 l) 得 到的各单重特征 值构 成约 当规 范形
。

A =

f 入
,

飞

l 几
.

1
、 ,

一
l

` ’ · ,

l为 n / 几 阵
。

} J,l
、 ,

尸
” 一 ” -rr

。

L J
, 」

4 ) 由 A p 二

以 解出转换矩阵 p
,

并求其逆 尸
一 ’ 。

5 ) B 二 P
一 ’

B
,

C =
口

, 。

上述步骤可进行计算机编程实现
。

我们用 MA T LA B 实现了将实矩阵化为约当规范形 的计算
。
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