
　　第 27 卷　第 6 期

　　1998 年 12月
　　　　

　　　电 子 科 技 大 学 学 报
　　　　　Journal　of　UEST　of　China　　

　　　　　　
　Vol.27　No.6
　Dec.1998

不确定的时滞线性系统的稳定性分析 

王宏霞＊

(电子科技大学应用数学系　成都　610054)

【摘要】　研究了一类不确定的时滞线性大系统的稳定性问题。基于代数黎卡堤方程的处理方法及

李雅普洛夫稳定性准则 ,对于给定的参数变化域 ,给出了具有结构不确定的时滞线性系统渐近稳定的充

分判据。利用不等式的分析技巧 , 给出了完全用子系统描述的 、确保大系统指数稳定的不确定参数的稳

定界。
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　　近年来 ,不确定系统的稳定性研究受到人们的重视 ,取得了许多研究成果[ 1 ～ 5] 。文献[ 1]基于

一种非线性幂变换的方法 ,得到了不带时滞的线性系统的稳定界;文献[ 2]基于代数 Riccati 方程的

处理方法也只对不带时滞的系统进行了稳定性分析。时滞是普遍存在的 ,它往往是影响系统稳定

性的重要因素。而关于带时滞的不确定系统的研究成果还较少 ,本文给出了不确定的时滞线性系

统渐近稳定 ,指数稳定的充分判据 ,推广了文献[ 1]的结果 。

1　系统的描述及预备知识
研究如下系统

﹒X(t)=A(k)X(t)+B(k)X(t -τ)　　t ≥ t 0

X(t)= Υ(t)　　　　　　　　　　　　t 0 -τ≤t ≤ tc s 0
(1)

A(k)=A0 +ΔΑ=A0 +∑
m

l=1
k lAl

B(k)=B0 +ΔB =B0 +∑
m

l=1
klB l

式中　A0 ∈R
n×n为稳定矩阵;B0 ∈R

n ×n为常数矩阵;ΔA 和 ΔB 表示结构不确定性;k l 是不确定

参数 ,且 kl不全相等;Al和B l均为约定的n ×n实矩阵;m为不确定参数个数 。x ∈Rn ,时滞τ≥0 ,

Υ(t)为连续的初值向量函数 。

假定 k =[ k 1 , k 2 , …, km ] ∈ Ψ,其中 Ψ={k ∈Rm∶-k
-
l<kl< kl , l=1 , 2 , … , m}, k

-
l , k l 均为正

常数 ,显然 0∈ Ψ, Ψ为一连通区域 。

因为 A 0是稳定矩阵 ,对给定的正定矩阵 Q ,Lyapunov 方程为

A
T
0P +PA0 =-Q (2)

有正定矩阵解 P 。

系统(1)是由 n 个子系统关联而成的 ,即
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﹒X i(t)=∑
n

j=1
a ij(k)X j(t)+∑

n

j=1
bij(k)X j(t -τ)　　t ≥ t 0

X i(t)=φi(t)　　　　　　　　t 0 -τ≤ t ≤ t 0(i =1 ,2 , …, n)近稳
(3)

其中

A(k)=[ a ij(k)n×n] 　　　　　　　　　　　　B(k)=[ b ij(k)] n×n

aij(k)=a
0
ij +∑

m

l =1
kla

l
ij b ij(k)=b

0
ij +∑

m

l=1
k lb

l
ij

A0 =(a 0ij)n×n B0 =(b0in)n×n

Al =(a l
ij)n×n Bl =(b l

ij)n×n

X(t)=[ X 1(t),X 2(t), …, Xn(t)]
T Υ(t)=[ φ1(t), φ2(t), …, φn(t)]

T

记

‖ Υ‖ = max
1≤i ≤n

{ sup
-τ≤θ≤0

|φi(t 0 +θ)|}

2　主要结果
这里取

 k = max
1≤l≤m

{k
-
l , kl}　　　　A = k∑

m

l=1
AlA

T
l

B = k∑
m

l =1
Bl B

T
l C = k 2∑

m

l=1
∑
m

p =1
Bl B

T
p

　　定理 1　若下列 Riccati方程

A
T
0P +PA 0+P[ A +B +(m k +1)B0B

T
0 +C] P +(m k +1)I =0 (4)

存在正定矩阵解 P ,则系统(1)是渐近稳定的 。式(4)中的 I 是单位矩阵。

证明　取 Lyapunov 泛函

V(t)= X
T(t)PX(t)+∫

t

t-τ
X
T(s)X(s)ds

V 函数沿着系统(1)求导 ,有

﹒V(t)=[ XT(t)XT(t -τ)]
A

T(k)P +PA(k)+I PB(k)

B
T(k)P -I

﹒S
X(t)

X(t -τ)知式

﹒V(t)负定 ,只需矩阵[ 7]

D =A
T(k)P +PA(k)+PB(k)BT(k)P +I <0

为此 ,计算而得

X
T(t)DX(t)=X

T(t)[ AT
0P +PA0 +2PΔA +　　　　　　　　

P(B0B
T
0 +2ΔBBT

0 +ΔBΔBT)P +I] X(t) (5)

因对任意恰当矩阵 E 和F 及任意常数C>0 ,有[ 3]

E
T
F +F

T
E ≤

1
C
E
T
E +CF

T
F

所以有

2XT(t)PΔAX(t)≤X
T(t)PAPX(t)+m kXT(t)X(t) (6)

2XT(t)PΔBBT
0PX(t)≤X

T(t)PBPX(t)+m kX T(t)PB 0B
T
0PX(t) (7)

X
T(t)PΔBΔBT

PX(t)≤X
T(t)PCPX(t) (8)
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将式(6)～ (8)代入式(5),并应用 Riccati方程(4),有 X
T(t)DX(t)≤0。由于 k l不全相等 ,所以当

且仅当 X(t)=0时等号成立。故 D<0 ,从而 ﹒V(t)负定 ,这就证明了系统(1)是渐近稳定的。

定理 2　对于式(2)中的正定矩阵 P 、Q ,若

λmi n(Q)>2‖ P ‖ ‖B0 ‖ +2 k ‖P ‖∑
m

l=1
(‖Bl ‖ +‖Al ‖) (9)

则系统(1)是渐近稳定的。

证明　设

g =‖P ‖‖B0‖ + k ‖P ‖∑
m

i=1
‖Bi ‖ (10)

取 lyapunov 泛函为

V(t)=X
T(t)PX(t)+g∫

t

t-τ
‖X(s)‖2d s

V(t)沿着系统(1)的轨迹求导 ,有

﹒V(t)= X
T(t)(AT

0P +PA0)X(t)+2∑
m

l =1
klX

T(t)PAlX(t)+2X
T(t)PB0X(t -τ)+

2∑
m

l=1
klX

T(t)PB lX(t -τ)+g(‖X(t)‖2 -‖X(t -τ)‖2)

利用 Lyapunov 方程(2),并注意到式(10),有

﹒V(t)≤- λmin(Q)-2[ ‖P ‖‖B0 ‖ + k ‖P ‖∑
m

l=1
(‖Bl ‖ +‖Al ‖)]k ‖X(t)‖2

根据式(9)即知 , ﹒V(t)负定 ,故定理得证。

定理 3　若系统(3)满足如下条件

1)a ii(k)<0

2)∑
n

j=1
[|aij(k)|(1 -δij)+|bij(k)|] <-aii(k)　　(i=1 ,2 , … , n)

则系统(3)的零解是指数稳定的 。

其中

δij =
0　i ≠ j

1　i = j)

　　证明　由条件 2)知 ,存在足够小的 ε>0 ,使

a ii(k)+ε+∑
n

j=1
[|aij(k)|(1 -δij)+|bij(k)|] exp(ετ)<0　　(i =1 , 2 , … , n) (11)

对系统(3)利用常数变易法 ,有

X i(t)=X i(t 0)exp[ a ii(k)(t -t 0)] +∑
n

j=1∫
t

t
0

exp[ a ii(k)(t -s)] [ a ij(k)(1 -δij)X j(s)+

bij(k)X j(s -τ)] d s

两边取绝对值 ,有

|X i(t)|≤φexp[ a ii(k)(t -t 0)] +∑
n

j=1∫
t

t
0

exp[ a ii(k)(t -s)] [|a ij(k)|(1 -δij)|X j(s)|+

|bij(k)||X j(s -τ)|] ds

令
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P i(t)=

‖φ‖exp[ a ii(k)(t -t 0)] +∑
n

j=1∫
t

t
0

exp[ a ii(k)(t -s)] [|a ij(k)|(1 -δij)|X j(s)|+

|b ij(k)||X j(s -τ)|] ds　　t ≥ t 0

‖φ‖ 　　　　　　　　　　　t 0 -τ≤ t ≤t 0　　(i =1 ,2 , …, n)k

显然 ,对于一切 t≥t 0-τ,均有

|X i(t)|≤P i(t)　　(i =1 ,2 , … , n)

当 t≥t 0时 ,对 P i(t)两端求导 ,经过整理可得

﹒P i(t)≤a ii(k)P i(t)+∑
n

j=1
[|aij(k)|(1-δij)+|bij(k)|] sup

t-τ≤s≤t
P j(s)

再令

S i(t)=P i(t)exp[ ε(t +τ-t 0)] 　　t ≥ t 0 -τ　　(i =1 ,2 , … , n)

S i(t)两端对 t 求导 ,经过计算可得

﹒S i(t)≤[ a ii(k)+ε] S i(t)+∑
n

j=1
[|aij(k)|(1-δij)+|bij(k)|] exp(ετ) sup

t-τ≤s≤t
Sj(s)(12)

对任意 d >1 ,有

S i(t)<dexp(ετ)‖φ‖ 　　(i =1 ,2 , …, n) (13)

对一切 t≥t 0-τ成立 。由于当 t ∈[ t 0-τ, t 0]时 ,有式(13)成立 ,因而利用反证法假设式(13)不成

立 ,必存在某个 i 及 t 1>t 0 ,使得

S i(t 1)=d exp(ετ)‖φ‖ , S i(t)<dexp(ετ)‖φ‖ 　　t 0 ≤ t < t 1

S j(t)≤dexp(ετ)‖φ‖ 　　t 0 ≤ t < t 1　　(j ≠ i , j =1 ,2 , … , n)

易知 , ﹒S i(t 1)≥0;另一方面 ,由式(11)、(12)可知

﹒S i(t 1)≤[ a ii(k)+ε] dexp(ετ)‖φ‖ +∑
n

j =1
[|a ij(k)|(1 -δij)+|b ij(k)|)]

exp(ετ)dexp(ετ)‖φ‖ = a ii(k)+ε+∑
n

j =1
[|a ij(k)|(1 -δij)+

|b ij(k)|] exp(ετ) dexp(ετ)‖φ‖ <0

与 ﹒S i(t 1)≥0矛盾 ,故式(13)成立 ,当 d※1时 ,有

S i(t)≤exp(ετ)‖φ‖　　(i =1 , 2 , …, n)

对一切 t≥t 0-τ成立 ,于是有

|X i(t)|≤P i(t)=S i(t)exp[ -ε(t +τ-t 0)] ≤ ‖φ‖exp[ -ε(t -t 0)]

t ≥ t 0　　(i =1 ,2 , … , n)

故系统(3)的零解是指数稳定的 。

3　实　例
例 1　考虑系统(1),其中

A(k)=
-3 -2

　1 　0
( X+k 1

-1 -1

　0 　0
B +k 2

1 1

0 0
t

B(k)=
-2.446 0

0 0
B+k 1

-
1
2
-
1
2

　0 　0
+k 2

1
2

1
2

0 0

6
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-0.000 7 <k 1 <0.000 8　　-0.001 <k 1 <0.001

这里 , A0=
-3 -2

1 0
t

0

, B0=
-2.446 0

0 0
i, m =2

易求得

 k =0.001 , A =
0.004 0

0 0

k)

, B =
0.001 0

0 0
t 0 , B0B

T
0 =

5.983 0

0 0
12 , , C =

0 0

0 0
-

解得 Riccati方程(4)的正定矩阵解为

P =
0.257 7 -0.278 6

0.424 4 　1.132 4
时 ,

由定理 1知该系统是渐近稳定的 。

例 2　考虑系统(1),其中

A(k)=

-2 　0 　0

　0 -3 　0

　0 　0 -1

+k 1

1 0 1

0 0 0

1 1 0

up+k 2

0 0 0

0 1 0

1 1 0

) P

B(k)=

-1/5 0 -1/5

-1/2 -1/2 0

0 0 -1/5

)

S

+k 2

2 0 0

0 1 0

0 0 1

(

+k 2

0 -2 　0

0 　1 　0

0 　0 -1

k (

-0.001 < k 1 <0.01 , -0.008 <k 2 <0.009

图 1　例 3 系统的稳定界

这里

A0 =

-2 　0 　0

　0 -3 　0

　0 　0 -1

‖ ( , B0 =

-1 0 -1

-
1
2
-
1
2

0

0 0 -1

立 ,

对于给定的正定矩阵

Q =

4 0 0

0 12 0

0 0 6

t

解得 Lyapunov方程(2)的正定矩阵解为

P =

1 0 0

0 2 0

0 0 3

易求得

 k =0.01 , λmin(Q)=4 , ‖P ‖ =3 , ‖B0 ‖ =0.5 ,

‖A1 ‖ =‖A2 ‖ =1 , ‖B 1 ‖ =‖B 2‖ =2

从而满足式(9),由定理 2知该系统渐近稳定 。

例 3　考虑系统(1),其中

A(k)=
-3 0

-1 -2

n

+k 1
1 -1

0 0
+k 2

-1 0

0 0
xp

B(k)=
-1 0

0 0
i +k 1

-2 0

-1 0
a
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由定理 3不难算得 ,该系统的稳定界为

k 1 -k 2 -3 <0

|k 1|+|1 +2k 1|<3-k 1+k 2

-1 <k 1 <1.

本文是在导师钟守铭教授的悉心指导下完成的 ,在此深表谢意 !
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Analysis of Stability of Uncertain Linear Systems with Delay
Wang Hongxia

(Dept.of Applied Mathematics , UEST of China　Chengdu　610054)

　　Abstract　This paper discusses the stability of a class of uncertain linear systems with delay.To cer-

tain domain of varying parameters , the algebraic Riccati equation approach and Lyapunov stability criteri-

on are developed to obtain the results of the asymptotic stability.By making use of the method of inequali-

ty analysis , the stable bounds of uncertain parameters in each subsystem are given.

　　Key words　uncertain linear systems;　delay;　Riccati equation;　Lyapunov function
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