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两类含两个变态贝塞尔函数积的积分公式
’

魏彦玉
“

王 文祥 李宏 福
(电子科技大学高能电子所 成都 61 00 54)

【摘要】 从变态贝塞尔方程出发
,

构造 了它的一个变换形式
,

利用微积分学中的定理
,

巧妙地求得

了含两个变态贝塞尔函数和的积的一个普遮的积分公式
。

进而利用 变态贝塞尔函数的性质
,

可简洁地推

导出电磁场领域中两类非常重要的积分的解析表达式
,

在处理圈柱结构下有关 电滋场能量或电磁波传输

功率的计算问题时
,

具有普遥的应用价值
.
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柱坐标系下
,

计算电磁波传输功率或电磁场能量时
,

常常会遇到含两个贝 塞 尔 函 数积 的 积分 问

题
,

其 中存 在 这 样 两类积 分
:
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这是两类非常重要的积分
,

然而对于
麟

型积分的

研究
,

在已有的关于含贝塞尔函数积分的文献中都没有涉及到 11 一4]
。

本文则从变态贝塞尔方程人手
,

利用

微积分学中的定理
,

巧妙地求得了含两个变态贝塞尔函数和的积的一个普遍的积分公式
,

进而利用变态贝

塞尔函数的性质
,

推导出了以上两类积分的解析式
。

明显地
,

此积分公式中的系数( A
,

A’
,

B, B’ 承不同
的值时

,

即可得到不同的积分表达式
,

因此本文给出的结果更具有一般性
。

变态贝塞尔方程的一个变换形式
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可以得出方程
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方程 ( 7 ) 就是

我们要寻找的变态贝塞尔方程的一个变形
。

2 两类积分解析式的求解
有以下定理 (可以通过对式 ( 9) 两边取微分而得 )
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式中 C是一任意常数
。

将此结果应用到两个式 ( 7) 型的方程
,
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,
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式 ( 10) 是一个普遍的积分表达式
,

它能为解决许多类含两个变态贝塞尔函数积的积分提供帮助
,
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利用式 l( l)
,

就可以导出在前文中提出的两类积分的解析表达式
。
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,

令 l = k
,

显然有



电 子 科 技 大 学 学 报 第 28卷

J
’

[ Al
。

( “ )+
BI

一 ,

(“ ) ] [A ,I
,

(“ ) + B ,I
. 、 _

山_ ,

(比 ) J一
=

吞
x

在,几(。 )+
及

。

(。 ) ][ ,
,

凡
、 .

(。 ) +

处
卜 ,

(。 )] 一 [ , 几(。 )+

义
,

(切 ][ ,几
十 ;

(侧
+

及卜 1

(侧
+ c扒

v , 一 。 ,

)+

[A l
,

(行 ) + BI
_ “

(行 )] [A
,

I
,

(众 ) + B ,I
_ ,

(众) (/ v + u ) ( 12 )

在此
,

取 C = 任A B + A B]
·

2 s in(
u
的 /二

,

于是当
, 分 u

时
,

积分右边第一式的分子等于零
,

而分母也为

零
,

则应用罗比达法则得

fx 「AI
二

。̀ ) 十 BI
二

。、 ) 1「, 了 。。 ) + 。 , 。。 、 1竺
=

竺几IA
_

`、 、 、 BI
_

`。 、 1二「, ,
_

1

`。 、 + 。 ,
1、

。。 、 1

X 艺左 L c滩碑

一【A几

特例

, 、 _

夕
_ _ . 、

_ _ . 、 _

1 1
_ _ _ 、

+ 1
(灯) + 份

一 `。 + 1、 ( xk )」
~

二 , I A I
,

(灯 ) + 方 I 一
。

(灯 ) ]卜+ 二一 tA J
。

(欣 ) + 五少
_ , ,

( kx ) ] [A
’

J
。

(kx )
+ B rJ

_ , ,

( kx ) ]
乙粗 J 艺 u

当 A 二 B’ = 1
,

B = A’ 二 0 时
,

}
一

扒
(树 I一 (。

臼

了声
f
èsL

龙一拟
,人一,二

f
l
。

(切 I一
, 、 _

dx
(kx )」一

=

. 、

夕
_ _

(kx )面 t l
一 `二 , ) ( kx ) J

一 I
。 + 】(“ )

景
: I

一 , ,

(“ )]

当 A = 才 二 1
,

B = 『 = 0 时

丁
’
`

。

(“ )`
, ,

(” ) l

粤
一

会{
`

。

(“ )

景
〔̀ 一 (“ )卜 `一 (“ )

景
〔̀

·

(“ , ,

}
·

六
【̀

·

“̀ ,̀
·

“̀ , ,

( 13 )

( 14 )

( 15 )

2
·

2
丁

’

耳 A l
, ,

(“ ) +
BI

一 “

( “ ) ] A[ 了
。

(` ) + ” 了
一 ,

(“ )]dx 型积分的解析式

在式 ( 11)中
,

令
v = u ,

则化为

J
’ x

·

[“几(“ ) + 、
。

(” ) ] , A
’

几 (“ )+ B ,I
一 ,

恤 )冷
·

蕊寻户
,

仇A `
·

`切
+ BI 一 `切 ,`A“ 一 “̀ ,+ B ,I一 “̀ , ,一 “ A

’

`
·

“̀ ,+ B ,-I
·

恤 , I IA一 `切
+ BI 一 “̀ , , } ` ,` ,

当 1 o k时
,

右边分子分母都为零
,

同样地
,

利用罗比达法则对 l求导可得

1“ IA
·

“̀ ,+ BI 一 “̀ , ,【A“
·

“̀ ,+ B ,I一 “̀ , ,
一

责在uIA “̀ ,+

--BI
· ”̀ , ,【A ,,u

· 1

恤 ,+ B ,--I 一 1 “̀ , , +

川 Al
。

(七 )+ B l
一 。

(杠 ) ] [A
’

I
。 + ,

(肚 ) + B ,-I 卜
,
(七 ) ] 一城才 ,I

,

(州
+ B ,-I

,

(七) I对
。 + .

(切
+

处
卜 ,

(圳 } ( 17 )

式中
`二

·

”̀ ,·

湍仓, “̀ , ,

应用变态贝塞尔函数的递推公式 ls1
,

式 ( 17) 右边等于

命t A“ “̀ ,+ --BI
·

”̀ , ,̀ A讥
二
恤 ,+

B’-I 一 “̀ )] +

树式 (娜
+

-BI
。

(切 A][ 认 (切
一 (u +l )/加爪

, (侧卜B’ {,-
。

(娜
一 (u +l )/加 -uI

_, (脚 }]
-

胶 [月
`

u{I
+ ,

(七 ) + u z胶
·

.I (赶 ) }
+ 刀

`

仁卜
,

(胶 ) + u z胜
·

无
,

(杠 ) }I .IA
+ 1 (七 ) +

B,-
卜 l

(七 ) ]} (一8 )

经过多次代换
,

最后得到

了
’

戏A l
,

(“ ) +
BI

一。

(“ )]侧
’
I
。

(“ ) + B ,I
一 ,

(娜协
==

专如尽州
+ BI 一 (蝴【“ 7

·

侧̀
+ ’ 7 一 `切

一 ,

[, I
, 一 1

(” ) +
*

一
(
。 一 1) (肚 ) ]r , ,I

, + , (州
+ 。 ,I

一 (
, + , ) (圳

一 [、
。 + , (切

+
*

一。: + , ) (娜 ] [,
’
,

,
一 (低 ) + 。 7

一 (
, 一 1 ) (、 )] }( 19 )

特别地
,

当 A 二 A = 1
,

B = B = 0时

f xl : (。 *
·

誓仓:
(。卜 I

, + , (。 )I 卜
1

、 }
-

这与文献川 中的结果相同
。

当 A 二 B = 1
,

B = A = 0时
,

一

荟吞了
(。 )一 (1+ 。 2 戊。 ) 2 ) ,矛(。 ) } (2 0 )

艺

r二 , , . 、 _ , , 、 .

护 ` _ . 、 _

二
_ _ 、 _ _

二
_ _ _ _ _ 、

、

J xl
·

(仃) 1一咬心脚
一

丁解I
·

(灯 ) I 一 (灯) 一 I一 ,
(kx ) I

一
(一 , ) (kx ) 一 I

一
(一 , ) (kx ) I一`

(kx ) ] (2 1)

通过以上的分析及变换
,

我们得到了这两类型积分的解析表达式
。

显然
,

当式(1 2)
、

( 19) 中的系数

( A
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A’
,

B
,

B’ )取不同的值时
,

即可给出各种积分特例
。

其中的一些特例 (如式 ( 19 ) )就是已有的积分公式
,
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这也间接地证明了本文所得的积分普适公式的正确性
,

因此这些积分公式完全可以应用到电磁领域内有

关数学问题的解决之中
。
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