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极大距离可分码的存在范围研究
’

陈 勤
* .

(杭州电子工业学院计算机科学与技术系 杭州1 3 00 3 7)

【摘要】 引进了 凡 上矩阵的行间距和极小行间距概念
,

给出了极小行间距的一些基本性质
,

证明

了极小行间距的 两个重要定理
。

给出了 气:(F )中H am m ign 极小距离的两个重要结论
,

得到了二无线性码

(n
,

k) 中存在极大距 离可分码的一个必要条件
:

当 k全 3 时
, n ` 3(k 一 l)

;
当 k 全 5并且 n 能被 3 整

除时
, n < 3( k 一 l)

。

同时给出了 q 元线性码 (n
,

k) 中存在极大距 离可分码的一个必要条件
。

关 健 词 行间距
;

极小行间距
: H am m ing 距离

; H a m m i ng 极小距离
;

线性码
;

极大距离

可分玛

中图分类号 IN 引 1
.

22

数字信息在传送过程中可能会受到种种干扰 ( 自然界存在的电磁源以及其他无线电系统发射的信号

等 )
,

这样接收到的数字信息可能不是信息源发送的数字信息
。

为了使信息源发送的数字信息能正确地

传送到接收者
,

常常采用抗干扰编码技术
,

在数字信息传送之前先进行一次抗干扰编码
,

然后再发送抗

干扰编码后的数字信息
。

纠错码是抗干扰编码中的一种
,

而人们希望设计纠错能力强的纠错编码
。

当
n 和 k 给定时

,

码长
n

而信息位个数等于 k 的线性码中极大距离可分码是纠错能力最大的码
,

因川扭寸于给定的
n 和 k

,

常用极

大距离可分码作为纠错码
。

由此可知
,

极大距离可分码的存在范围研究是十分必要的
,

这样可避免盲目

选择
n 和 k来设计事实上不存在的极大距离可分码

。

1 基本引理

定义 1 设 凡上矩阵月 一 a( 。 ) . x 。 ,

编叼
,

i, )j =

Z a( ` 。 勺 )
,

则称 试侧“
,

i,力 为矩阵 , 中第 ,行与

第 j行间的行间距
。

其中
,

` 为模加
;

艺 为按整数求和
·

引理 1 设 凡 上矩阵 月 = (% ) . x , ,

矩阵 B =
汽 )

. x ,

为 月 中某一列元素取反
,

其余元素不变
,

则

Vl 到 (j ` m 有 d ~ ( B
,

i, )j = d owr (月
,

i, )j
.

证 明 根据题意
,

不妨假设 才 中第 k 列 O ` k ` n) 取反
,

即 气 二 ia’ O il( 二 l,2
,

…
,

m)
, 。

气 = a 。 ( j ` ;kl 引 ` m ; j = l,2
,

…
,

n)
。

于是 Vl 到 ` j ` m 有

d ~ (B
,

i
,

j) =

艺汽 。 标卜 艺 汽 。 蛛 ) + (气 。 勺 ) 一 Z a( , 。 % )+(
a 二 。 ,。 akj 刹 ) -

P二 l
.

P价 k P二 1
.

P公 k

艺 a( , 。 a ,P ) + a( , 。 a , ) =

Z a( , 。 a jP ) = d。 (A
,

i
,

力
P = l

,

P 袭古

推论 1 设 凡 上的矩阵 A 二 (马 .)
x 。 ,

凡上矩阵 B 为 月 中任意若干列元素取反
,

其余元素不变
,

则

Vl ` i < j ` m 有琉=w (B
,

i, ) 成
叫叼

,

i
,

j)
。

引理 2 设 凡上矩阵 月气% )
用

、 凡 上矩阵 B 和 月 经任意列置换后的矩阵
,

则 v1 ` j ` (j `
m) 有

试洲 ( B
,

j
,

j) 二试洲 (月
,

i
,

j)
。

引理 2 的证明参见文献【l]
。

推论 2 设 凡上矩阵月 一 (内 ) m。 , ,

凡上矩阵 B 为 月 经任意若干列元素取反和任意列置换后的矩阵
,

则 vl ` i( j ` m )有 d ~ (B
,

i, )j = d~ (月
,

i
,

力
。
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2两个重要定理
定义 2设凡上矩阵 A == (马 )

, x 。 ,

dowr 叼
,

m in)
二

:

票川dowr 帆 `
,

j)}, 则称 Jowr 体 m i)n 为矩阵 A的极

刁同厅间距
。

定理 1 设 A= a( 。 ), 朋为凡上的矩阵
,

m : 3
则 dowr ( A

,

m in ) :

警
。

证明 引进几个记号
:

与表示 i 与第 j 行对应位相同部分的个数
;

石表示第 j 行与第 j 行对应位不同

部分的个数
; 人琳

1

声示第 p 行与第 k行对应位相同部分中
,

第 `行与第 j 行对应位相同部分的个数
;

几 kP, ”

表示第 p 行与第 k行对应位相同部分中
,

第 i 行与第 j 行对应位不相同部分的个数
;

几声
。 )表示第 p 行与

第 k行对应位不相同部分中
,

第 i 行与第 j 行对应位相同部分的个数
; ut(, 冰 0)表示第 p 行与第 k行对应位

不相同部分中
,

第 i行与第 j 行对应位不相同部分的个数
。

显然

t 12 + 石
: = n t , 3 + 厂

, = n t 。 +
几

= n ( I)

设 、 。
,

`
>

香
)

则“ 、 (“
,

imn) 定义知

2月

气
,

>

—3

2月

laJ >

了

,
Z n

I ” )

—一
~ 3

(2 )

由式 ( 1卢式价脚

六
,

< 一
3

lst <
了 坛 <

了 ( 3)

另外由约定的记号知

人。
,

: 2
.

, ) +
人
二

,

12
.

1) = t 12 t (刀
,

: 2
,

。 ) +
人

。
,

, 2
,

。 ) = 关
2 砰)

故由式径)知

人二
,

. 2
,

1) ` t 1 2
n

< 一
3

由此可见人刀 .12 ,0)
n

> 一
3

,

否则若人。
,

, 2
,

。)
n

< _
3

,

则儿
, = 人

23
,

, 2
,
: ) + 人

2 3
,

12
,

。)
n n Z n

< 一 + 一 =

—3 3 3
与式 (2 ) 矛盾

。

由人。
:2I

) 的约定知
,

人。 ,l2 .0 )所代表的对应位部分
,

既表示第 l 行与第

2 行与第 3 行对应位不同
,

故由
“ , c

(0, l} 知这一对应部分的对应位第

行对应位不同
,

也表示第

行与第 3 行相同
。

因此

t 1 3 之 f( 。
,

, 2 ,0 )

定理 2

与式 ( 3) 矛盾
。

命题成立
。n一3

>

设 月 = a( 户
. 、 。

为 。 上的矩阵
,

m 之 5
,

一 “ m 。` ,
,

则 d一 ( A
,

m in ) <

誓
。

证明 根据定理
2 n

“ 。 L月
,

m m ) <

丁
’

~
、
。

. , . 、

Z n

,反议 d。 ( A
,

m斑) < 二下
J

因 n 二 o m od 3

~
. 、

一 ~
、

一 , 。

二
、

Z n 一 ~ 一
脚以只安址明 d ~ ( A

,

m m)
< 二厂小联业

。

j

故可设
n = 3t (t 为自然数 )

。

根据 d ~ (月
,

m in )的定义知
:

J阴 (A
,

m in)
= m in

1夕 ` j `价
厦d ~ 叼

,

i
,

力}
=

竺
=

2t,
3

即矩阵 A中任意不同的二

行至少有 2t 个对应位不同
,

最多有 t个对应位相同
。

l) 先证明 vl ` i ` j ` 脚
,

有 d。 (月
,

i
,

j) = 2t
。

假设有二行环妨设第 1行与第 2 行)多于 2t 个对应位不同
,

则 lt Z < t
,

厂
2 > 2t

。

因为 vl ` i < j ` m 有

dmr
、

(月
,

i
,

j ) = Z r
,

所 以 t l。 ` r
、

r Z , ` r
、

r 3 ,

` r ( i > 3 时 )
、

石
。 全 Z t

、

几
, 之 2t

。

于 是

“ : 。
,

1 2
,

。 ) +

人
23

,

, 2
, 。) = 石

2 > 2 `
,

故 ` (2 3
,

12
,

。)与人
2 3

,
12

,

。) 中至少有一个大于 t :

( l ) 若 t (2 ; : 2
,。 ) > t

,

则 t Z , = t (二
,

, 2
,

。 ) + r (二
.
12

,

. ) ` t (2 3
,

, 2
,

。 ) > t
,

与假设矛盾
;

( 2) 若 t` 23
,

1 2刀 ) > ` ,

则 ` 1。 = `。2 3
,

1 2
,。 ) + ` (2 3 12

,

: ) 之 f(
2。 ,

1 2
,

。 ) > t
,

与假设矛盾
。

~ 二
_ _

一
. _

_ _

_ , . .

一 ~ 一

…
、

Z n

故 V I ` 才` j ` m 有 d ~ (月
, I ,

J ) = 刁
。

田此刊 翔
,

右 d , (月
,

m m ) = 下一

j

,

则不同行间正好有 2t 个对应
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位不同
,

正好有 t 个对应位相同
。

2) 以下证明满足 d ~ (月
,

i
,

力 二 2t (l 到
< j ` m) 的矩阵是不存在的

。

将每行从左至右等分为三个相等的段
,

每个段均由 t个位组成
,

依次称为第 1段
、

第 2段
、

第 3段
,

并引进记号
:

l() 气 j,0 )表示第 i行中第 j段 o 出现的个数 l( ` 达 m ; l ` j ` 3) ;

(2 ) 气二 )表示第 i行中第 lj 段出现的个数 l( 到 ` m ; 1` j ` 3)
。

若满足要求的矩阵月存在
,

则根据推论述不妨假设 A 的第 l 行元素全为 0 (否则
,

对第 1行中不为

o 的列取反 )
。

即气
,

. ,0 ) =

气 .o2 ) = 气3,0 ) = t, 根据引理 2这里假设气
,

.l0 ) 二 t, 从而气
、

2,1, ) = 气.3,l ) = t, 由约

定的记号及已得到的结论知

气
1

,。) + 气2,0 ) +

气 3,0 ) =t 气 l,0 ) + 气 .ll ) =t

所以 竹 之 3
,

有

几
;

= f(
2 , ,

12 1) + f(
2 , ,

1 2
、

。 ) = b (
, ,

:
,

1) + b (
, ,

2
,

。 ) + b(
,

,

,
,

。 ) = Z t

于是 iV 全 3

b(
,

,

1
.

1 ) + 2 b(
,

,
, 。 ) + b(

,
,

3
.

。 ) = Z t

由上可知 vi : 3时
,

气1,0 ) = 0
。

故 vi 之 3时
,

有 a(( i,1 J ) = ot

同理根据列置换不影响 d ~ (A
,

i
,

j) 的值这一性质
,

这里假设气,.20 ) = t (这不影响矩阵存在性的证

明 ), 故气
.

I J )一气
、

.20 ) 一气
,

3,l ) 一 ot 所以 iV
> 3时

,

有

13 ,
= b(

,:
,

. ) + b(
,

.

; 。 ) + b(,
.

3
,
, ) = t + ib(

.

: 。 》 + 气
,

,

. )

因此
,

当 iV > 3时
,

有气2,l ) 二气 .30 ) = t
。

这说明从第 4行开始都是一样的
,

即当 V4 ` i < j ` 。 时
,

有
:

d ~ (月
,

i
,

j) 二 o
,

因 m 之 5
,

显然与假设矛盾
.

故满足 J训 (月
,

i, )j = tZ o ` i ` j ` m )条件的矩阵是不存在

的
。

命题成立
。

3 极大距离可分码的存在范围
定义 3 设 u, b是 气 ( qr )中的向量

,

记
“ = a( 1 , a Z , ·

”
,

` )
,

b = 仇
,

久
,

…
,

.b )
,

办
,

b) 为 a 和 b 的相应

位置不相等的个数
,

则称仄
a ,

b) 为
a 和 b之间的 H加此m ign 距离

,

简称距离
。

定义 4 设 p , =

imn {办
,

b) la
,

b “ 气 (r, )
,

“ ` b}
,

则称酝 为气( qr )上的 托四 m加 g 极小距离
,

简称极小距离
。

推论 3 设

vz)FJ
中至少含有 3

忆
不相同的向量

,

则、
`
拿

。

J

证明 设
a l 、

月 的第 1
、

2
、

3 行
,

几
、

纯为 气(勾中 3个互不相同的向量
,

分别以 a , 、 几
、

龟的 n 个分量作为凡上矩阵

则矩阵 A 为凡上 3 、 ,
矩阵

,

由定理 1知` (人 , )̀ 孕
,

于是由定义 : 及定义 ;

j

易知

明
上的极小距离 p

“ 警
。

推论 4 设 K (凡)中至少含有 5 个互不相同的向量
, .

,
Z n

州 p ` <

丁
。

推论 4 的证明与推论 3 的证明相类似
。

定义 5 设 。 是从 K (凡)映人匕(乓) 的一个
一

映射 。 : K v(r ) 、 气(凡), C = 试气 (乓o) 若 C 是

气 (凡 )的子空间
,

则称 C 是个 q元 (n
,

k) 线性码
。

定义 6 设有一 (n, k) 线性码
,

它的极小距离户响 达到极大值
n 一 k + 1

,

则称这个 (n, k) 线性码是极

大距离可分码
。

定义 3至定义 6及相关内容参见文献 2[, 3]
,

文献14 ]对线性码的极小距离作了研究
。

推论 5 设 (n
,

k) 为一个二元线性码
,

证明 由推论 3 易知
, 一 k + 1 、 兰

。 ,

户汕 达到极大值
n 一 k + I

,

则
n < 3仕一 )

。

即 3n 一 3k + 3 ` Z n ,

故
n ` 3(k 一 l )

。
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推论 6设 ( n
,

k) 为一个二元线性码
,

p , 达到极大值
, 一 k +l

, 。 二 0 m do 3
,

则
, < 3(k 一 l)

。

推论 6 的证明与推论 5的证明类似
。

由推论 5
、

6知
,

对于给定的
n 、

k
,

二元线性码 (n
,

k) 中存在极大距离可分码的必要条件是
:

当

k 之 3 时
, n ` 义k 一 l ) :

当 k 之 5
, n 三 o m od 时

, n < 3( k 一 l )
。

上述结论不难加以推广
,

以下是推广后的主要结论
:

推论 7 设 (n
,

k) 为一 q

迢性码
,

瑞达到极大值
。 一 k + 1

,

则 二三里些业 (这里
二
表示不小于

二

l o g Z q

的最小整数 )
.

证明

均为 g1o
: q

推论 8

先对 q元线性码 (n
,

k) 中每一元素% 。
(0, 1

,

…
,

q} 用二进制进行自然编码
,

则乌编码后的长度
,

于是由推论 5易知命题成立
。

设 (n
,

k) 为一 q

戏邻
,

瑞 达到极大值
, 一 k + 1

, , 二

om od 3
,

则些巡竺卫
。

10 g Z q

推论 8 的证明与推论 7的证明类似
.

于是可知
,

对于给定的
n 、

k
,

q元线性码 (n
,

k) 中存在极大距

离可分码的必要条件是
:

当 k之 3时
,

” ` 3( k 一 l )

fo g Z q
当 k 之 5

, n 二 o
mo d 3时

,
n ` 3 (k 一 l )

10 9 Z q

4 结 束 语
本文给出了 凡 上极刁咐间距的两个上界定理

,

基于这两个定理得到了 q 元线性码 (n
,

k) 中存在极大

距离可分码的一个必要条件
。

文中得到的两个上界是否是最小上界
,

上界范围内是否一定存在极大距离可分码及存在时如何进行

设计
,

这些间题还需作进一步地研究
。
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