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非线性需求函数条件下二度价格歧视研究
’

唐小我
` ’

(电子科技大学管理学院 成都 61 00 5) 4

【摘要】 研究非线性需求函数条件下二度价格歧视问题
,

给出了三段定价和四段定价条件下垄断厂

商收益最大化条件
,

为进一步研究任意分段条件下垄断厂商收益最大化条件提供 了较好的基础
。
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1 三段定价条件下垄断厂商收益最大化条件
文献 l[ ]研究了线性需求函数条件下垄断厂商收益最大化条件

。

本文进一步研究非线性需求函数条件

下垄断厂商收益的最大化条件
。

垄断厂商常通过二度价格歧视来增加收益
,

最简单的作法就是采用三段定

价
。

设需求函数为

尸书斤勿

式中 口 为销售量 ; P 为销售价格
。

因需求曲线为向右下方倾

f( 0)Q

f (Q
I)

f (色)

口 OQ Q
】

县

斜的曲线
,

故假定 f ( )Q是严格单调递减
,

即 f
`

()Q 0<
,

还假定

f
甲

( C )> o
,

后一假定表明需求曲线是凸向原点的
。

假设 0Q 和

县是既定的
,

并且 0Q
<
呸

。

所谓三段定价是指将区间 (0Q
,

必 ]分

为两个区间 ( 0Q
,

Q
l」和 ( Q

I ,

县 l
,

其中
,

Q
,

满足 0Q <必 < Q
Z ,

且当

阿 ()Q Q 任 ( 0Q
,

g ]时
,

价格定为 尸气式必 ;) 当 Q 。 (g
,

吼 ]时
,

价格定为

p试县 ;) 当 Q 。 (0
,

0Q ]时
,

价格定为 尸试 0Q )
。

三段定价方法的

- 一
名 表示如图 1所示

。

图 I 三段定价法
设垄断厂商在区间 (0

,

县 1上的总收益为 TR
,

则有

TR
= ( g

一
0Q )f ( g ) + (县

一
g )f (乌 ) + oQ f ( oQ ) ( l )

式中 TR 是 Q
,

的函数
,

我们需要解决的问题是如何确定 Q
I

使 RT 达到最大
口

使 RT 达到最大的 Q
,

必然

满足下述条件

d RT
下丁厂 二 (必 一 线 ) j

’

(必 )
+ j (以 ) 一 j (姚 ) = 0

O必
(2 )

记姗
1

卜
嘿

,

即

O必

g ( g ) = ( g 一 0Q )f
`

(g ) + f ( g ) 一 f (吼 ) ( 3 )

如果 Q
, <

0Q
,

则必有 Q
l < Q

Z 。

因人 )Q是严格单调递减函数
,

从而有 f( Q
1

)峨必 )和 f
`

( Q
,

) 0<
。

于是必

有 g( Q
,

网
,

即 Q
l < Q

。
不可能是式 ( 2 ) 的解

。

如果 Q
, >
县

,

则必有 Q
l> oQ

,

从而有( Q一 0Q ) f
`

(Q
l

) < o
,

f ( Q
I

)一 ,(县 ) < o
。

于是有 g( Q
:

) < o
,

即 Q
l >县

不可能是式 ( 2) 的解
。

如果 Q
l = 0Q

,

则 g (吼 ) = (么 一 0Q )f
`

( 0Q ) +
f (0Q ) 一 f (达 ) = f ( 0Q ) 一 f (达 ) > o

。

这表明 g
=
吼不可能

是式 (2 ) 的解
。

如果 Q
, =

g
,

则 g ( Q Z ) = ( Q Z 一 Q。 )f
’

( Q Z ) + f (Q
Z ) = ( Q

Z 一
Q

。
) f

`

(Q Z ) < o
。

这表明 g
= 丛不可能是

式 ( 2 ) 的解
。
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因假定需求函数 f (Q )的一阶导数和二阶导数都存在
,

故 f( )Q 和 厂 ( )Q 都是连续的
。

从而

g( Q
.

) =( g
一

0Q f) 义Q
l

) +
f( Q

.

) 一 f( Q
2

)是闭区间「0Q
,

Q l上的连续函数
。

因 g( 0Q )g (呸 ) < 0
,

故必存在

某一 Q’ 。 (吼
,

姚 )使 g( Q’ ) 一 0
。

这表明式 ( 2) 必然有解
,

且其解 Q
!

必然满足 0Q
<

g
<
姚

。

因 0Q
<

g
,

故必
一

0Q , o
。

由式 (2 ) 可得 f( g ) = f ( g ) 一 f ( Q
I

)

g 一 0Q

,

归纳起来有下述结论
。

定理 1 使总收益 RT 达到最大的 Q :
必然满足方程

厂,( g )
_

f( 达 )一 f( g )

g 一 0Q
( 4 )

g 满足不等式

0Q < g
<
县 (5 )

下面对式 (4 ) 的几何意义作一说明
。

过 0Q 作平行于 p 轴的直线交需求曲线于 A 点
,

过 Q
:
作

平行于 尸轴的直线交需求曲线于 B 点
,

过 B 作 A OQ 的垂

线
,

设垂足为 c
。

过 A B 弧上任一点都可以作一条切线
。

设 M 为刀 B 弧上的某一点
,

过 M 点的切线交 A C 于 D 点
,

交 B c 于 E 点 (见图 2 )
。

如果 人了刀卜人关E
,

则 M 点的横坐

标 Q ,
必然满足式 ( 4)

。

即 M 点的横坐标 Q l
为满足式 ( 4)

的解
。

关于上述结论
,

下面给出一个简单的证明
。

过 M 点

作平行于 B c 的直线
,

交 A c 于 F 点
,

因肠 , 二人̀ `
,

故有

D 尸二 F C

厂(么 )

f (Q
I

)

f( 必) 芝 胜双口)

C ! G } E

o 。 。
口

1
口

2 一

口

图 2 式 (4) 的几何 意义

厂C = 厂吼 一C OQ
= 凡理

! 一 B呸 二 f( g ) 一 f( 姚 )

根据切线斜率的定义可得

D F = 厂材 [一 f
`

( g ) 1= ( Q
I 一

0Q )【一 f
,

(g ) ]

因 DF
= 入发〕

,

故 (g 一 0Q ) [一 f
’

( Q
l

)] = f ( Q
,

) 一 f (达 )
,

即 f
`

( g ) = (姚 ) 一 f (g )

g
一

0Q

从上述作切线的方法可以看出
,

满足 肠 , = 人了石的 M点是唯一的
,

从而式 ( 4) 的解也是唯一的
。

下面从另一个角度解释 M 点所代表的最优性含义
。

设 材口
l
交 B c 于 G

,

经简单计算可得

TR
= ( g 一 0Q ) f (Q

.

) + (姚
一 Q

,

) f (姚 ) +
oQ f (0Q ) = (Q

! 一 0Q ) [f (g ) 一 f (q ) ] + (县 一 0Q ) f (呸 ) +
oQ f (0Q )

。

记从
, = ( Q

l 一 Q
。

) [f (Q
!

) 一
`

f ( Q
Z

) ]
,

则双
=

从
, + (必

一
0Q )f (乌 ) + 姚f ( Q

Z

)
。

因 Q 。 、

Q Z 、
.

尺Q。)
、

人Q Z)既

定
,

从而使 RT 最大化等价于使 RT
,
最大化

。

因 g
一

0Q
=

cG
,

f( g ) 一 f( q ) = c F
,

故 RT
I =

CG
·

CF
。

在坐标系 A
cB 中

,

RT 一 CG
·

CF 正好代表销售量 (需求量 ) 为 c G 时的总收益
。

记边际收益为 MR
,

则
_

RT
,
最大化的条件为

一
。

。

需求弹性 与和边际收益 MR 的关系为MR
=

(P 1+

于)
。

当凡 一 1时
,

E d
’

材尺片。
。

根据文献仲濡求弹性 凡的几何测定法
,

在坐标系 A
cB 中

,

M 点的弹性 凡正好为
一 1

,

从而

有 材尺片。
。

这正是 RT
I
取最大值的条件

,

同时也是 TR 取最大值的条件
。

例 1 设需求函数为 尸 = f( )Q
=

A/ Q
,

A 为正常数
。

设 Q。 、

Q
:
既定

,

且 0Q < Q Z 。

垄断厂商欲在

( 0Q
,

Q』上进一步实施价格歧视
。

假设垄断厂商采用三段定价方式
,

Q l
为 ( Q 。 ,

必l的分段点
,

即

(0Q
,

乌 ] = (鸟
,

g ]口 ( g
,

县 ]
。

试确定 Q l
使垄断厂商的收益 TR 达到最大

。

解 根据定理 1的式 (4 )
,

所求 Q ,
应满足

f (g ) = f (乌 ) 一 f (g )

g
一

0Q
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二
二

( A /g )一 ( A /Q
,

)

才 g 一 0Q
( 6 )

将式 (6 ) 代简可得 .Qz = oQ q
。

因 g
>

0Q
> o

,

故有

g
=

抵互 (7 )

式 ( 7 ) 表明 口!
是 口。

和 。 2
的几何平均

。

区间 [。 。 。 1]的中点坐标为 。 l一
粤

(。 , + 汤 ) 即召为
. .

.

一 二 : 立
-

一
-

一 一
- -

一
“

尸
一

气 -l’
_ _ -

一丁万一
_

二丫
’

2 一
’ _

侧
一 _ _

一

州
尹 -

Q。 和 Q:
的算术平均

。

因两个不同正数的几何平均小于其算术平均
,

故有 g
<
一

。

这表明 g 位于

【0Q
,

乌〕中点的左侧
,

即 g
一

0Q
<
姚

一
g

。

这表明第一区间 (0Q
,

g 』的长度小于第二区间 ( g
,

姚〕的长

度
。

事实上
,

这一结论具有一般性
。

我们有如下结论
。

定理 2 设 ( 0Q
,

姚卜 (0Q
,

g 〕。 (g
,

县 ]
。

如果 Q
;
是使垄断厂商收益最大化的分段点

,

则区间

( 0Q
,

g J的第一区间 ( 0Q
,

姚」的长度 Q
, 一

Q
。
必然小于其第二区间 ( g

,

达 ]的长度呸 一 g
,

即必有

g 一 0Q
<
呸 一 g ( 8)

证明 根据定理 1
,

使垄断厂商收益最大化的 Q
l
满足

厂(g ) = f ( G )一 f (g )

g
一
吼

(9 )

因 Q
, <
姚

,

即 g , 级
,

故式 ( 9) 可改写为

。足l)l((满(f’( Q,) 边导匕粤卫2粤二孕
封

2一 以 以 一 么

因 f ( Q)在 Q[
.,

呸 ]上连续
,

并在 (g
,

呸 ) 上可导
,

根据拉格朗日定理
,

必存在某一 Q’

g
<
穿

<
q

。

使得

f
`

(Q
’

) = f( Q ) 一 f( g )

呸
一

g

f ( 0Q )

f ( Q
,
)

f ( Q
Z
)

f( G )

将式 ( 一 )

f ,( g ) =

代人式 ( 10) 可得

f “ Q
`

,

糕
少丫 ()Q 了 (Q, )二 必 一 g

f ,( Q ,) g 一么

口 生
’

_ 七
’

_

场 g 姚 协

.

一 -卜

Q

即

因 g < Q
` ,

故 f
`

( Q’ ) > f ,( g )
。

因 f
`

( Q
`

) < o

, ·

箫
,

即 , ·

羚
,

。 一 。 · 。 一 。

图 3 四段定价法

2 四段定价条件下垄断厂商收益最大化条件

设 Q
。
和 Q 3

既定
,

且 0Q
<
乌

。

所谓四段定价是指将区间 (0Q
,

9 1分为三个区间 ( 0Q
,

g 」
,

( g
,

Q ]

和 (呸
,

乌〕
,

其中 Q l 、

Q:
满足鸟 < g < 达

<
乌

,

当 Q 。 (吼
,

g ]时
,

价格 尸 二 f( g )
,

当 Q钊 g
,

q ]

时价格 尸 = f( 达 )
,

当Q 。 (乌
,

乌〕时
,

价格 尸 = f( 乌 )
,

当 Q
。 (0

,

吼〕时
,

价格 尸 =
f( 0Q )

。

四段定价

法如图 3 所示
。

在四段定价条件下
,

垄断厂商的总收益为

TR
= f (Q

l

)( g
一

0Q ) + f (姚 )(姚 一 g ) + f (乌 ) (乌 一县 ) + f ( 0Q ) 0Q ( 12 )
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记T R对 Q:
和 Q

:
的偏导数分别为 9 1

(g )和 92

( Q)
,

即

、 .户
廿

、 .户气J4
心月
月
.,...了.、了̀、

_
、

日RT
_ _

` _ .

_
、 _ _

、 _ _
、

9 .
(必 J 二 二 : 二

,

= (以 一
线 ) j

’

( lQ 〕+
1( g

!
) 一 j (达 )

口叼
!

、 2 Q̀
Z

, 一

馨
= `Q

Z 一 Q
·

, f
’

( Q Z ,· f `Q
Z

, 一 f ( Q
3

,

、 .产、 .
J仁J6

门 ...,...产

`
、
了̀
、

RT 取最大值的必要条件为

gl (g ) = (g
一

G ) f
,

(g ) +
f ( g ) 一 f (县 ) = 0

岛 (g ) = (g 一 g f) ,( G )
+

f ( G )一 f ( g ) = 0

下面证明式 ( 5 )和式 (6购成的联立方程组必然有解
,

且其解 Q
I
和 Q

:
满足 G

<
G

< 县 <
g

。

证明

分为如下几个步骤
:

1) 9 护么 如果 g
=

G
,

则由 9 1
(0Q ) = f( 0Q )一 f (已 ) 二 0 可以得到 Q=O 县

,

即 0Q
= g = 县

。

而由及 (g ) 二了妈 )
一 f( g ) 二 0 可知 g

= g
,

即 G
=

g
=

g
=

g
。

这与 G
<

g 的假定相矛盾
,

故

必有G
笋么

。

2) 9 笋乌 如果 g = 乌
,

则由gl (乌 )二 (达 一乌 )厂(乌 ) = o可以得到 Q 二
G

,

即 0Q
=

g
= Q

。

而由岛 ( g )
二八 g )

一了(g )
= 0可以得到 G =

G
,

即 G
=

g
=

G
二

G
。

这与 oQ <
g 的假定相矛盾

,

故必有 g 护 Q
。

因 g 护
0Q

,

g
护

Q
Z 。

从而由式 (1 5卿式 ( 16) 可以得到

、 .尹、 .声ō了O八
,

l
,...

`了
.、

f 妈 )
= f( g )

一 f( g )

g
一 G

f (乌卜
f (g ) 一 f ( Q )

乌 一 g

根据式 (1 7卿式 ( 18) 可以证明下述两个结论
。

3) 0Q < g < Q
Z
如果 县 <

g
,

则 f ( G ) 一 f (g ) > 0
。

由式 (1 7) 得 f( Q ) 一 f( g )

g
一

g

< 0
,

从而有

。 。 _ 。 日n 。 _ 。 特收 曰 山 。 _ 。 _ 。 南少
, , 。 、

、 : , , 。 。
、

f ( g ) 一 f ( g )
_

八 。 , 。
匕 一 汹〕 、 U ,协卜 劝 、 汹

〕 。 `
叼二爪丁 , 了山 叼乏 、 场 、 域

。

田
沙、 气1 0 ) 月 ,寸 j L甘 2 ) 二

—
< U 。

四
’

l叹闪匕

姚 一 必

G 一
g

< o
,

故有 f (sQ ) > f (G )
,

即 g <
g

。

这就有 g < 县 < g <
0Q

,

从而 g < G
,

这与 0Q
<
乌 的

假定相矛盾
,

故必有 g
< 丛

。

由式 (1 7 )有
f ( g ) 一 f (g )

g 一
0Q

< 0
。

因 g <
Q

,

故 f ( g ) 一 f ( G ) < 。
,

从而

必有 g
一

G
> o

,

即 G
<

g
,

这就证明了 G
<

g
< g

。

4) G <
g

< g < g 只需要证明 Q
Z <

g
。

由式 ( 18) 可得

故有 f s(Q ) 一 f (g ) < 0
,

即 Q < g
,

于是有 G
<

G
< Q <

g
。

综上所述
,

有下述结论
。

定理 3 使总收益 TR 达到最大的 Q ,和 Q Z
必满足下述方程

f (g ) 一 f (Q Z )

姚 一 g

< o
。

因已 一 g > 0
,
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f (g) =f (q)一
f (g)

g一 0 Q
(1 9)

f Q (Z) =f (g)一 f (Q
Z

)

Q
:一 Q

l
(20 )

Q :和 Q :
满足不等式

G<
g

< G< g (1 2)

类似于定理 1
,

有下述结论
。

定理 4 设必
,

Q 3

使总收益 TR 达到最大
,

则下述不等式成立

g 一
G

<
G

一
g

<
g

一
q (2 2 )

证明

式 ( 2 0 )
,

因 0Q
< Q

, < Q Z ,

Q l
满足式 ( 19), 根据定理 2有 G 一 G < G 一 g

。

因 g <县 <县
,

Q 满足

根据定理 2 有县 一
g

< g 一 县
。

从而有 Q , 一 0Q
<
姚 一 Q

, <
g 一县

。

证毕

例 2 设需求函数“ 尸 = f ( Q , 一

音
,

“ 为正常数
。

Q〕 Q 3
既定

,

且 QO< Q 3 ,

求四段定价条件下使

垄断厂商收益达到最大的分段点 Q ,
和 Q

Z。

解 根据定理 3
,

Q
,
和 Q Z

满足方程

( A / g ) 一 ( A / g )

.Q 一级

( 2 3 )

=

(A/ a)Q
一

训 )Qz
g 一 g

( 2 4 )

"

ǔ
一g "一“一一

由式 ( 2 3 ) ( 24 ) 可分别得到

g = ( 2 5 )

Q 二 ( 2 6 )

式式和和

由式 ( 2 5 ) ( 2 6 ) 可以解出

g 二 9 9 ( 2 7 )

l 2

Q
: =

osQ Q尹 ( 2 8 )

记 、 一

材西万瓦万
,

则容易得到下述结果

= d ( 2 9 )
g一Q

一一
g一g

一一
g一G

垒二旦
_

叠二鱼
_ d

g 一吼 Q
一 g

( 3 0 )



第 l期 唐小我
:

非线性需求函数条件下二度价格歧视研究

Q 0
< Q

I二 dO Q
< Q

Z =
少 Q 0

<
g

=护 Q 0( 31 )

Q一 Q 0二 ( d一 1 )Q n g一 Q一 ( d d一 1 )Q 0 g一级 =『 ( d一 l )忿 ( 32 )

还容易得到垄断厂商获得的最大收益为
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3 结 束 语

本文研究了非线性需求函数条件下垄断厂商采用三段定价和四段定价方法时收益最大化条件
,

关于非线性需求函数条件下垄断厂商采用任意分段定价的收益最大化条件将另文讨论
。
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