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大 q值下马丢函数特征值的快速算法

朱 峰
(西南交通大学电气工程学院 成都 6 10 03 1)

【摘要】 给 出了一种大 q值下马丢函数特征值的修正算法
。

上机实践表明
,

该方法所得结果对于

谐振区高端 ( q 值为 6 50 一 1 00 0 )
,

精度能够达到 l。
一 4一 10一 5 。

在谐振频域中
,

这一结果运用于求解大

纵横比物体电磁散射问题中
,

能够满足工程的一般要求
;
文中还给 出了对求解连分式的递进算法

,

该算

法易于编程
、

能克服运算过程中的积 累误差
,

具有精度高等特点
。
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对十在谐振频域求解大纵横比 ( A S p e ct R iat
o

一最大线度与最小线度之比 ) 的二维电磁散射问

题
,

理论分析及计算机上机实践均表明
,

用柱波函数展开所得的 T
一

MAT IR x 程式是不适用的
。

为

此
,

利用椭柱波函数 ( 即马丢函数以及修正马丢函数 ) 展开也能够把散射场表达成人射场的 T
-

M AT lR x 程式 l[]
,

从而能够解决圆柱波函数展开存在的困难
。

在利用椭柱函数展开下的 T
一

MAT IR x

程式进行实际散射场的计算时
,

由于谐振频域的 q 值都是比 1 大得多的数
,

而一般文献「2] 虽有求解

特征值的算法
,

但都是假定 q 值较小的情况下得出的
;
事实上大值 q ( q > 100 ) 下

,

关于特征值的

级数算法根本就不收敛
。

因此
,

有必要研究大 q 值下特征值的其他近似算法
。

马丢方程为

+ ( a 一 Z q e o s Z x )y = 0 ( 1)
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式中
。 、 口

分别代表偶和奇的标志
,

呵盆
)

,

砚里
展开系数

,

把式 (2 a) 一( Zb) 的级数形式带人式 (1 )
,

川
)

,

砚扩
,

砚粼护分别代表各自
r
阶特征值所对应的

可以得到如下求解马丢函数特征值的连分方程式
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式 (3a) 一 (3d) 在大 q 值下
,

理论上直接求解特征值是非常困难的
。

为此
,

本文给出一种计算特

征值的近似方法
;
同时

,

本文还给出了对该方法的检验手段
。

1 修正公式的提出
当 口值很大时

,

按文献口 l给出的公式对于 q 值在谐振区高端 (q 值为 6 50 一 1 00 0)
。

使用式 (a3 卜

( 3 d) 时
,

通过上机验证
,

我们发现对 a Z :

以及几
r + 1
项的相对误差较大

。

严格理论表明
,

特征值是

唯一的
,

且满足 4[]

a o < b l < a Z < b Z <… < a Z , < b Z ; < a Z , + l < b Z r + , <… (4 )

按照式 (4 )
,

a 尹

与 b
;

是严格分开的
。

因此
,

通过上机探索实践
,

我们发现
,

a ,

取值的误差主要

体现在 0
.

00 1与 0
.

0 00 1数位上
,

故只需对式 ( 4) 中对 a :

项的第四项和第五项分别采用加权 w 的一

次项和二次项的方法
,

得到如下的经验修正公式
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w = Z r + 1
, r = O

,

1
,

2
,

… (5 )

通过上机验证
, :
取值在 。一巧 范围内 (这足以满足一般工程需要 )

,

能够使所求得的特征值

的误差限制在 1 0
一

1 0一 ,

范围以内
。

2 对修正公式的验证
将式 (5 )代人式 ( a3 卜 (d3 )进行上机验证时

,

逐项求商运算由于计算机对小数位的截取会带来误

差
,

特别是对连分式项数的数 目较大时
,

逐项求商运算的结果是不可靠的
,

因此我们采用高等代数

中的求解连分式的累加运算方法
。

其具体验证步骤如下
:

在式 (3 a) 和式 ( 3b) 中
,

令

f (
a Z r ,

均
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2 q
2
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宁
2
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. . .

一-卫兰一
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a 一 [2 (N 一 l ) ]
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叭

一 1 ,

叭
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,

」

叮
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a 一 ( 2万 一 l )
,

对于式 (6 a)
、

( 6b) 的连分式
,

利用

(7 )

广leseses
.weì

一一

勺l

es
J

几吼
厂lesesesesú

式 中 b
。

和 a 。

分别为第 万 项 的分母 和分子
,

例如
,

对于式 (6 b )
,

b l = 1
, ,

b Z = a , 一 3
, ,

乓 = a Z 一 5 , … ; al = a 一 l 一 叮
, a Z = 、 2 , a 。 = 。 2…

。

p
。

和 q
。

分别为取前 N 项时的整个连分式 的分子和分母
,

例如
,

对于式 (6 b)
,

q
l = 1

,

p
, = a 一 1一 q, 对于 p

Z
和 q

: ,

由

a 一 1 一 。 _ 、 2 = ( a 一 l 一 叮 )( a 一 3 ’
) 一 1

·

、 ’ 一 a Z 一 ( l + 、 + 9 ) a + 9 ( l 土
_

旦立
l a 一 3 2 1

·

( a 一 3 2

) a 一 9

由上式
,

得 尸2 = a Z 一 ( 1+ 宁 + 9 )a + 9 ( 1+ q )
,

q
Z = a 一 9

。

知道了连分式的前二项以后
,

利用式 ( 7 )

即可求出 p 3
项和 q :

项
。

依次类推
,

使用式 ( 7) 求解连分式的优点在于
:

1) 便于计算机编程
;
2)

不需要进行中间求商运算
,

这样就能够避免中间运算环节的数值截断的累积所产生的积累误差
。

从严格意义上来讲
,

将式 (5 )代人
,

应该使式 ( 6 a )
、

( b6 ) 为零
。

由于特征值是近似值
,

故式

( 7 ) 并不为零
,

因此
,

近似求解所得的特征值越接近于真值
,

式 ( 6 a)
、

( 6 b) 越接近于零
,

表 1

为采用式 ( 6 a )
、

( b6 ) 的修正表达式与采用文献 3[ ]的原表达式的比较
。

在具体上机验证时
,

我们发

现
,

对于谐振区高端 ( q 值为 650 一 1 0 00 )
,

不论 a
;

或 b
, ,

N 的取值大于 28 时就已经稳定
,

故在得

出表 1 或表 2 的数值结果时
,

一律取 =N 30
。

使用 F o RT R AN 运算时
,

为提高运算精度
,

一律采用

的是双精度 ( d o u b一e p r e e i s io n ) 运算
。

表 1 由文献 [3] 的方法所对应的 a ,

值列表 (胎3 0)

叮取值 6 00 7 0 0 8 0 0 90 0 1 0 00

一 1 15 1
.

26 1 50 一 1 3 47 33 6 17 一 1 54 3 68 2 5 8 一 1 74 0
.

2 5 1 05

一 1 0 54 2 92 40 一 1 2 42 5 15 8 1

一 95 8
.

3 4 7 39 一 1 138 7 17 67

一 86 3
.

4 4 3 49 一 1 03 5
.

9 57 38

一 1 62 1
.

2 5 9 5 8

一一一

一 1 43 1
.

554 5 4

一 1 32 0
.

44 7 2 3

一 76 9
.

59 8 73

一 6 7 6 8 32 20

一 58 5
.

16 4 16

一 9 34 2 5 1 42

一 1 2 10
.

37 5 17

一 1 10 1
.

353 62

50 3
.

2 8 7 5 9

386
.

3 48 7 1

2 70
.

4 57 2 1

一 833
.

6 17 15 一 99 3
.

39 8 5 8 一 1 155 6 28 0 1

一 734 0 72 92 一 8 86
.

526 9 2 一 1 0 4 1
.

8 76 77

一 1 93 7
.

0 05 45

一 1 8 11 52 2 42

一 1 6 87
.

05 7 8 3

一 1 56 3
.

6 24 5 7

一 1 44 1 2 36 06

一 1 3 19 9 06 33

一 1 19 9
.

6 50 03

aoal几几气吼气

表 2 用本文的方法修正后的 a :

值列表 (胎 3 0)

q 取值 60 0 70 0 80 0 9 00 100 0

一 1 3 47
.

3 36 3 1 一 15 43 6 82 70 一 1 74 0
.

2 5 1 16 一 1 93 7力0 5 54

一 1 2 42
.

5 16 24 一 1 4 3 1
.

5 54 92 一 1 6 2 1
.

2 59 9 1 一 1 8 11
`

52 2 71

68 7乃58 34

56 3
.

62 5 30

一一

一 1 0 35
.

9 58 43

一 1 3 20
.

44 7 87

一 1 2 10
.

3 76 08

503
.

2 88 15

386
.

3 49 5 2

一一一

一 1 15 1
.

26 1 6 6

一 1 0 54 29 2 9 0

一 95 8 34 8 2 4

一 86 3
.

4 4 4 7 2

一 76 9
.

60 0 3 5

一 6 76
.

83 4 2 3

一 5 85
.

16 6 6 2

一 1 138
.

7 18 40

一 9 34
.

2 52 80 一 1 10 1
.

3 54 82 27 0 4 5 8 2 7 一 1 44 1
.

23 7 0 1

一 8 33 6 18 88 一 9 93 4 00 0 8 一 1 15 5 62 9 3 3 一 1 3 19
.

90 7 5 1

一 7 34
.

0 75 00 一 8 86 5 28 7 2 一 1 04 1
.

87 8 36 一 1 199
.

6 5 1 4 5

aoal几几气吼吼
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Q取值

表 3 修正前后 a;

值所对应式 ( 6 a)
、

( 6b ) 的比较列表 (= N3 o)

7 6 00 009 80 0 0 0 0 0 0

修正 一 0
.

0 01 3 一 0
.

1 0 0 2

修正

修正

一 0
.

0 01 7

0 0 00 4

一 0
.

3 0 8 2

0
.

0 001

一 0
.

01 0 4

0 0 00 2

一 0
.

061 0

0
.

07 00

一 0
.

5 3 0 2

0
.

000 8

一 0 07 81

0
.

7 00 0

一 0
.

044 0

0 0 00 0
.

000

前后前

修正后

前后修正

前后前后前后前

修正

修正

修正

修正

修正

修正

修正

修正

f (a0,af(0tooff(p(p=af(,afs(ofof(p(p.af(,#af(,afs(,afs(,af(e,

f (以 修正后 00 0

一 0
.

00 1 5

0
.

00 0 9

一 0
.

0 34 3

0
.

00 0 2

一 0
.

0 08 2

0
.

0 00 7

一 0
.

0 54 0

0 00 0 8

一 0 0 18 1

0
.

00 0 2

一 0 07 0 7

0
.

00 0 8

一 0
.

0 32 1

0
.

0 00 8

一 0
`

0 0 1 9

0
`

0 00 7

一 0 0 36 7

0
.

0 00 6

一 0
.

0 09 2

0
.

0 00 5

一 0
.

05 8

0
.

0 00 5

一 0
.

0 22 4

0
.

0 00 7

一 0 0 75 5

0
.

0 00 3

一 0 0 39 5

0
.

0 00 4

一 0
.

03 5 5

0 00 0 4

一 0 00 8 4

0
.

00 0 6

一 0 0 56 0

0
.

000 4

一 0 0 20 9

0 000 6

一 0 07 2 0

0
.

00 0 5

一 0
.

03 6 7

0
.

00 0 9

一 0
.

03 3 9

0
.

00 0 9

一 0
`

00 7 0

0
.

0 00 9

一 0
.

0 53 0

0 0 00 9

一 0
.

0 17 5

0
.

0 00 3

一 0 0 6 8 2

0
.

0 0 0 9

一 0
.

03 0 0

0
.

00 0 6

两川用N)两灼N)N)N)N)构扔叼构

3 结 论
本文在文献 31[的基础上

,

针对 a ,

给出一种修正算法
。

上机实践表明
,

用本文给出的方法所得

结果对于谐振区高端 ( q 值为 6 50 一 1 0 0 0) 所得特征值能够达到的精确度为 0
.

00 0 1一 0
.

0 00 01
,

从

而能满足工程的一般要求
;
同时

,

本文还给出了上机检验特征值的具体实现步骤
。
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