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利用最小化代价函数方法实现多窗口谱分析

喻 胜
,

何玉雁 陈光 序禹

(电子科技大学自动化系 成都 61 00 5 4)

【摘要】 利用最小化代价函数的方法推导了一种谱分析的多窗口
。

性能分析的结果表明
,

此方法

与离散长球序列多窗口谱分析方法具有相当的估计偏差与方差性能
。

与 离散长球序列多窗口相比
,

此方

法得到的多窗口具有直观的解析表达式而无须求解矩阵的特征分解问题
,

因而具有较小的计算童
。

通过

对离散白噪声与 A R 过程进行的多窗口谱分析对比实验
,

验证了此方法的有效性和正确性
。

关 键 词 谱分析
;

多窗口 :

离散长球序列
;

频谱泄漏
;

偏差

中图分类号 T N 9 1 1
.
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6 1

在统计序列的非参数模型谱分析方法中
,

由 T ho m s
on 提出的多窗口谱分析方法近年来得到了

越来越广泛地应用 .11 2]
。

与传统的周期图方法相比
,

多窗口谱分析方法无论在处理信号的动态范围
、

估计方差还是分辨率等方面都具有明显的优越性 s[]
。

在 T ho m s on 的多窗口方法中
,

通过求解第一类

弗雷得霍姆积分方程而得到的多窗口是一组离散长球序列 (D sP )S
,

其特点是对于给定的频域分辨率

f[
一 矶 f + 叫

,

D sP s 窗的能量几乎全部集中在卜矶 明主瓣内
;

此外
,

当被估计序列真实谱的本地

频率特性变化很小时
,

估计谱夕( f) 的估计方差可以得到显著地改善
,

与周期图方法相比
,

估计方

差可以减小至 1K/
,

这里 K 是 D sP S 的窗口数
。

D SP s 多窗口谱分析方法的缺点之一是窗口序列的

计算量较大
,

D P ss 窗的获得是通过求解矩阵的特征分解问题 A , = 又 ,
而得到的

,

其中 eT 叩 ilt
z
矩

阵 A 的元素为 牙 5 in c( 环’k)
,

1毛 k簇 N
,

N 是离散序列长度
。

本文利用最小化频域泄漏代价函数而推导

出的多窗口是一组正弦窗 (M )S
,

它除具有多窗口谱分析方法的优点外
,

还由于窗函数形式的简洁而

具有较小的计算量
。

本文结合仿真实验说明了 M s 多窗口谱分析方法及其性能
。

利用最小化代价函数方法设计 M S 多窗口

设实值平稳序列 x{ (n )}
, n

=1
,

2
,

…
,

N 的功率谱密度函数为 s ( f)
。

谱的反问题是从给定的 { x (n) }

估计其 s (f )
。

多窗口谱估计器具有如下形式

夕(厂卜

客
al

l客
气̀

· ,· (· ,二 p̀ 一 , ,劝:

式中 K 为窗口数 ; a ,为估计系数
,

h , ( n)
,

扮 1
,

2, …
,

K 是对信

》

…
’

号所加的时域多窗口
,

以下两个条件
:

彼此正交
。

N

, ) 艺 h厂(
n ) -工浪H

,

( f ) }
’

df
= l

,

l 一 1
,

2
,

…
,

K
,

即各窗口具有单位能量
;

( 1 )

它们满足

2) 各 h Kn )

此外
,

统的情况
,

从估计谱的泄漏特性考虑
,

各 h和 )还应当具有较好的能量集中特性
。

对于连续时间系

aP p ou ils 定义了如下的代价函数来表征窗函数 w (t) 的泄漏特性 l’]

e =

厂
。 ’ S

,

(̀ )d口

式中 况拔。 )是 w (t) 窗的功率谱密度
。

从惩罚函数 。 2
的变化特性可以看出

,

( 2 )

只有当 凡
,

( 哟 的幅度
随 }叫的增大而迅速减小

,

或 凡
,

( 哟的泄漏小时代价函数才会减小
。

与此类似
,

考虑到离散系统频

域的周期性 ; 可以选择离散域惩罚函数为
5 in Z ( 二办习

,

由此得到多窗口代价函数为

.

罗菜梦撬梦
, ` 999 年 ’ ” ’ 。 日“ 改定稿
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卫{几I
H , f̀ ,I s i n

`

(可 )df (3 )

K

艺周
一一C

约束条件为
K N K

艺
a ,

艺
h产(

n
) = 艺

a , -

I= l ” = 1 1= I

即可以得到一组具有很好的频域泄漏性能的多窗 口序列 hK。 )
,

扮 1
,

…
,

oK 将式 ( 2) 化为

K N 万
C 一

馨
al

蒸菩
“ 了( m ,“ Z(· ,

王{几
S̀ · ’

(二 f ,二 p`一 j Z二了 (m一 , ,df

并定义序列 g( )n的傅氏变换为
s i n Z( : f)

,

可以得到

C =

艺
a , h厂tGI

,
( 4 )

式中 oT eP il tz 矩阵 G 的元素 g i(
,

j )=g ( i--j )
。

在约束条件 ( 3 )下解此最小值问题得到
:

h ,是矩阵 G

的 K 个最大特征值所对应的特征向量 hG
,二 入 , hl

,

l=1
,

… K
,

又 , ) 又: ) … ) 几 , ) … ) 又 N 。

从 g ()n

的定义可得

g (i
,

j ) =
l

一 1/ 2

0

l = 了

} i 一 j l= l

e 1S e

所以不难求出矩阵 G 的特征值为 凡 , = 25 i n(z l 二 / (2 +N 2 ”
,

并由此得到此时的最小泄漏多窗口为

杠( n ) = 了2 (/万
+ l ) s in (耐 (/ 万 + l )) z = l

,

… ,

犬 ( 5 )

式 (5 )即为多正弦窗 口序列 M s
。

可以看到
,

h式n) 满足多窗口谱分析的各约束条件
。

此时的代价函数 (4)

的最小值为

C M s =

艺
a ,入, 一 2艺

a , s i n
兀 l

Z N + 2
(6 )

l = 1 1= 1

取 K = 8 分别对 0 sP s 与 M s 多窗口计算式 (4)
、

(6河以得到 c二
二 0

.

0 16 9
,

c , = .0 0 1 2 3
,

即在惩罚

函数
s

inz ( :
力意义下

,

M s 窗的总泄漏略小于 D sP s 窗
。

2 估计性能比较与计算机仿真
为了说明 M s 多窗口谱分析方法的性能

,

这里分别采用 M s 与 D sP s 多窗口对白噪声序列及一

个二阶 A R 平稳过程作了仿真实验
,

以比较这两种估计器的估计偏差和方差性能
。

2
.

1 白噪声的情况

考虑分别用 M s 及 D p ss 多窗 口对同一实值零均值单位方差白噪声序列作多窗口谱分析
。

由于

此时输出序列的功率谱 s 了同 H (
.

f) }
2 ,

所以可以对两种窗函数本身的频域性能作出对比
。

为使分析

的简便起见
,

取各估计系数
。
月 K/

。

将式 (1 )写成

户(
.

厂) =

合客
夕

Z (
,

厂)
(7 )

式中 特征谱 夕
, (

,

厂) 二 }艺 h , (n x)( n) xe p --{j 2 双fo } }
2
的估计方差渐近等于输人白噪声功率谱 1

。

由各数

据窗的正交性可知
,

当被估信号为白谱时
,

式 ( 1) 的估计方差近似满足

V [S ( f ) ]二 l / K f 护 0
,

0
.

5 ( 8 )

所以
,

只需取相同的窗 口数
,

即可保证 M s 与 D p ss 多窗口谱估计器对白噪声估计方差的相等
。

下

面在方差相同的情况下比较两种窗口的泄漏性能
。

设 D PS s 多窗口的频域分辨带宽为 2 牙
,

则带外
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泄漏 乙可按下式计算
乙

御
)卜

馆{幼Hl( 。
’ 、 一

伽
Z

。
’

歼
一 ,一 、

( 9 )

式中 、 一

青客户
二 fl()

2
彭 为带外能量

。

对 O P S S多窗 口

场 sS 一

亩事
一入 Z

} ( 1 0 )

式中 又 /
为离散长球序列的对应特征值

,

可按下式近似计算【’ ]

`

了三万「
` “ ’ 一一

了 L
SN s i n (万环

尸

)
e o s ’ (兀不犷)

)
万
{牛
兰奥嘿)!

J L I + S ln L兀少于 )」
( 1 1)

对 M S 多窗 口
,

将 尸
,

写成

告叉工{几玛 ` ,l)
“ “
f() df 一金馨

”厂“
· ” 了

( 12 )

式中 召 f( )为宽为 2砰的频域矩形窗
,

孔
e p一i t z 矩阵 刀 。

的元素
: 。 (z )= 砰 S i n e ( 刚 )

,

=l 一
,

…
,

万
。

从式 (9 )
、

( 12 )即得

艺h厂R
o
lll ( 13 )

1一K
一一一LM s

取 w 一 0
.

04
,

N 二 100
,

并通过式 (1 0)
、

( 13 )可以得出 =K
2

,

3
,

…
,

8 时的两种多窗口泄漏量 L 的对

比曲线
,

如图 1 所示
。

图 1结果表明
,

由于 D p ss 多窗 口在卜城 叫带内具有最好的能量集中特性
,

所以虽然它的代价函数略大于 M s 多窗口
,

但仍在带外具有较好的泄漏特性
。

但对常用的 K 二 ZN水
1 或 洽ZN肚 2 的情况而言

,

两种窗 口的泄漏特性相差不大
,

可以认为近似相同
。

事实上
,

只需绘

出 M s 各窗函数曲线并与文献 l[] 的图 3 和图 4 比较即可看出
,

M s 窗与 O sP s 窗具有非常相似的频

域特性
。

图 2 给出的是 炸6 个 M s 多窗口的合成幅度曲线
。

从图 2 可以看出
,

M s 多窗口的合成频

域特性与惩罚函数
s

inz ( 兀
.

乃具有相似的包络曲线
,

它的旁瓣幅度虽略高于 0 sP s 多窗口
,

但由于其

每倍频程下降幅度 (约一 1 l d B )要大于 D P ss 窗
,

所以综合起来两者泄漏特性是近似相同的
。

D PS S窗

M S 窗

n4
山迎闷

2 4 6 8

K

图 1 不同窗口数 K 时的谱泄漏对比

.2 2 对 A R 过程的谱分析

对二阶实值 A R 序列

二二瓜瓜
图 Z M S 多窗口函数的幅度曲线

x (n ) = 1
.

s x (n一 1) 一 o
.

g x ( n一2 ) + a ( n )

分别进行了 M s 与 O P ss 多窗 口谱分析仿真实验
,

其中 o( n) 是一零均值
、

单位方差白噪声过程
。

序

列
x (n )的真实谱在 f = 0

.

05 处有一个约 3 0 d B 的谱峰
。

这里选取了 25 段序列进行分析
,

每段序列长

度为护 100
,

O P s s 多窗 口谱估计器的分辨带宽 2肚0
.

08
; M S 与 D sP s 窗的窗 口数均为 =K

ZN 砰 一2 二

6
。

图 3 所示为估计功率谱 p 的实验结果曲线
。

下面根据这一仿真序列
x ( n) 分别计算两种多窗口估
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\\\ 碱碱
这里我

、

,
尹、

,
夕

月咔ō、à
月...一

l
/口、了了.、

计器的偏差 B[ 文f) 〕与估计方差 V[ 文 f) ]
。

.2 2
.

1 佑计偏差

首先对多窗口谱分析的估计偏差 B[ 众f) 〕进行分析
。

们将连续时间系统的情况推广至离散序列 4[]
。

定义 B嘴( f ) ]
= 百嘴( f ) ]

一 s ( f )

从式 (7 )可得
,

E[ 文f) 〕= (S f)
*

树 ( f)
,

则

图 3 A R 过程的 25 次谱分析实验结果
形`f)]

一

馆鲜
2“ f(

一

解厂咖
、 ,户少、

,
才了07

用...月 ...了.、了.、

假设剐
,

f) 具有连续的二阶导数 了
`

( f)
,

则由中值定理有

邓
一力 = 名仍 一 y 了仍 + 伽即2) 9L’

’

了一 0伽)y ] ! 0 妙)l 蒸 1

所以
,

利用约束条件式 ( 3)
,

从式 ( 14 卜 ( 16) 可以求出

“
, ( f , ]

二 “
, ’

f̀ , / ZK

客工;几f
’

川 f() df

由式 ( 17 )可以看出
,

当信号的功率谱幅度变化比较剧烈时
,

多窗口谱分析方法可能会有较明显
的偏差

。

「 I K _

飞
百 , f() J一长馨

”厂少
“ `

f)n
了少 f() 叫

·

育艺可少
万

f()
R二叭 f) ”

l= l

( 18 )

在实际计算中
,

用计算式 ( 18) 来对不同
一

的频率点计算 E[ 夕(明
。

式 ( 18) 中
,

, 仍一 id a g f l 。
xP --(j 2 二 f ) …

e
xP --(j 2 “ (华 1丫 )]

,

xR 是序列 x(} 习的自相关阵
。

为使偏差的计算在不同频率点处可比
,

图 4 中所绘

是拼文f) ] / E[ 众f) ]的曲线
。

从图中可 以明显看出偏差划
、
与 了

·

了 )的关系
。

此外
,

由于具有较小的

代价函数
,

所以 M s 多窗 口的估计偏差要略小于 D P ss 多窗口估计方法
。

0
.

2 0
.

4

f H/
z

人人习习
关啊

z

实线为 M s 多窗口
,

虚线为 D sP s 窗

图 4 偏差与方差性能对比

.2 .2 2 佑计方差

文献 6[ ]指出
,

当被估计序列的真实谱不具有局部白谱的特征而是有明显的幅度变化时
,

多窗 口

谱估计各特征谱夕
, (f) 不再统计独立

,

因而文f) 的估计方差不再满足式 (8) 的关系
,

应当用下式计算

客客]客客
、 (· ) ,

, ,

( / )· (卜
· )

一…
’ ·

护

!
2
,

les
`

l
一尸一一

飞...J
、 .了

f
z口、、

氏认
L

V

K K I N N

见艺 }艺叉、 ( u )汽
, ,

(` )厂 (` 一 u ) e
一 “ ’ “ “ ` ’` ’`

( 19 )
!
之JII

, 二 I n 矛= 1 1了= l 老, = I

式中
: (n) 是输人过程的自相关序列

,

对 l
, “
的求和可以通过两次快速傅氏变换进行快速计算阴

。

同样地
,

为了便于比较不同频率处的方差大小
,

图 4 中所绘为巾 (f) 」
/

中 (,)]
’
的曲线

。

根据实验

结果可以得出以下结论
:

1) M s多窗口与 D Pss 多窗口方法具有相似的方差性能
; 2) 虽然在频率
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变化较剧烈处 ( f = 0
.

05 )多窗口谱分析的方差有所增大
,

但仍小于单窗口谱分析方法的估计方差 1; 3)

在谱比较平滑时 (厂> 0
.

2)
,

多窗 口谱估计的方差近似等于 1 /=K
16/

。

3 结 束 语
本文利用最小化频谱泄漏代价函数的方法推导了一组多正弦窗口谱分析方法

,

利用最小化代价

函数 51 n Z( 二
.

厂 )得出了严格
、

精确的结论
。

此外
,

本文还结合两个仿真实验对 M s 与 D P SS 多窗口方

法作子性能对比
。

结果表明
,

M s 多窗口与 D sP s 多窗口方法的估计方差与偏差水平大体相近
,

M s

方法的估计胜能略优于 O P ss 方法
。

更重要的是
,

由于 M s 多窗口具有简单直观的正弦窗形式
,

因

而在产生窗口序列时无须复杂的计算
,

具有更好的实用价值
。

此外
,

由于 M s 多窗口与 D P SS 多窗

口在主瓣内幅度较为平坦
,

所以不利于谱峰的检测
。

但是
,

与 D sP s 方法相比
,

由于窗函数计算的

简单性
,

M s 方法可以考虑随信号谱幅度的变化而 自适应地在不同频率处调整窗口数 (或分辨带宽 )

的方法来获得较好的谱峰
,

这一优点是 D P S S 多窗口谱分析方法所难以实现的
。
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