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幅度补偿问题的松弛迭代法的收敛性

刘 荧
,

林嘉宇 毛均杰
(国防科技大学电子工程学院 长沙 引 0 0 73)

【摘要】 研究了由相位谱重构有限长离散信号
,

即幅度补偿 问题
。

根据以归一化相关系数对经典

迭代法的收敛性进行的证明
,

讨论作为经典迭代法改进算法的松弛迭代法的收敛问题
。

列举了三种松弛

迭代法的修正方法
,

并进行了比较
。

关 键 词 信号重构
;

相位谱
;

收敛性
:

松弛迭代法

中图分类号 IN gl 1
.

72

在许多实际问题中
,

希望能根据得到的信号部分信息来重构整个信号
。

例如
,

在语音信号去噪

中
,

可先用含噪语音估计语音的短时频域幅度谱
,

再由幅度谱重构语音信号
;
又如在图像处理中

,

从散焦图像的相位函数重构原图像
,

可得到清晰图像
。

这两个有代表性的问题
,

前者称为相位补偿
,

后者称为幅度补偿
。

另外
,

还可能根据信号部分的时域信息和部分的频域信息重构整个信号
。

文献 1[
,

2] 对信号重构问题进行了归纳和总结
,

文献 3[
,

4 ]讨论根据信号部分的时域信息和部分

的频域信息重构整个信号
;
文献 5[ 一 7] 研究相位补偿问题

;
文献 [8一 12] 对幅度补偿问题进行了深人

地分析
。

文献 [13 ]根据归一化相关系数对经典而有效的迭代算法的收敛性进行了证明
。

本文讨论幅

度补偿问题
,

研究对像为有限长序列
,

还讨论了松弛迭代法的收敛
,

并进行了实验
。

设原始序列 (即待恢复信号 ) x( n) 的长度为 M
,

在 。簇 n < M 外
,

x( n) 二 0
。

x( n) 的 N 点离散 Fou ier
r

变换为 x k( )
,

0蕊 k成 N 一 1
,

记为

X = D FT (x ) ( 1 )

限制 ZM延 N 【oz] 记 X k( )的幅度谱为】X (x)I
,

相位谱为 x0 ( k)
,

即

X (k ) =
IX (k )Icxp [j ox ( k )] o簇无簇万 一 1 ( 2 )

已知信号相位谱为 x0 (k)
,

希望重构出
: ( n)

。

由于信号能量未知
,

所以仅要求重构信号和原始信号

波形相似
。

幅度补偿问题的迭代算法如图 1 所示
。

迭代由频域中的相位替代和时域中的时域截断组成
,

还

包含由时域到频域 (D F乃和由频域到时域 (I D F乃的两次变换
。

设第 p 次迭代的输人频谱为凡
一 ,
( k)

,

相位替代 乳可表达为

)跳乌理
飞艘“ 一 ,

( 3 )

根据原始信号 x( n) 长度为 M进行的时域截断兀表达为
` · `· ,一

{言
`· , 0簇 n蕊 M一 l

五关蒸 n毛 N 一 1
(4 )

最终可用 升 (n )作为原始信号
二 (n )的恢复输出

。

对以上迭代算法
,

文献 l[
,

川证明了其收敛性
,

但使用的收敛测度为原始信号和重构恢复信号

间的欧氏距离
,

从寻求波形唯一性角度来看
,

证明显得牵强
。

由于仅要求重构信号和原始信号波形相似
,

即只要求
“
波形唯一性

” ,

可用如下的归一化相关

系数作为迭代收敛程度的测度函数
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今 二 ( rx , x , ) =

艺
x ( n )x , (n )

艺
x Z (n )艺

x

二(
n )

( 5 )

介 k() 止 刀与 kl()
户矛二 0 1若= 0

相位替代叭

隘靛
凡 (

n
)

图 l

数为

幅度补偿问题迭代算法

文献「13] 给出了基于归一化相关系数测度的证明
。

事实上
,

在满

足迭代条件时
,

相位替代 乳不改变恢复信号能量
,

但可提高已恢复信

号和原始信号的相关性
;
时域截断 xT 不改变已恢复信号和原始信号的

相关性
,

但降低已恢复信号能量
。

因此
,

归一化相关系数都可得到提

高
。

迭代过程中归一化相关系数是不减的
,

而其值不会大于 1
,

有上

界
,

于是迭代的归一化相关系数必收敛
,

即迭代必收敛
。

若进一步迭

代不再增加归一化相关系数的值
,

则除了 y ;
(n) 的对应时域段已经为

零
,

时域截断 xT 不再降低其能量以外
,

x ;
( n) 和原始信号的相位谱必

须完全相同
。

根据幅度补偿问题的唯一性定理 121
,

此时归一化相关系
1

。

这样
,

不但迭代必收敛
,

且只要迭代次数足够多
,

归一化相关系数可趋向 1
。

2 松弛迭代法及其收敛
由于不满足于经典迭代法的收敛速度

,

研究者提出了加快收敛速度的各种方法
,

其中
,

松弛迭

代法是一种有效方法 1[
,

么川
。

表达经典迭代法的一次迭代为 I
,

即

、 .,产、 J̀

(7(6朴刊 = (I x,, )

I = xT刀〕 F T件 O F T

一阶松弛迭代法修正迭代为

升
+ , = (l 一 al, )升 + 外 (I升 ) (8 )

式中 aj, 称松弛参数
。

若每一次迭代都选取一个最优的松弛参数
,

使迭代的收敛速率最大
,

则通

过松弛迭代法可极大地加快收敛速度2[]
。

从语音数据中截取 128 点
,

记为数据 A
,

补零为 2 56 点
,

形成文件 A
,

如图 a2 所示
。

用经典

迭代法 (初始幅度谱为随机数 )迭代 2 00 次后的波形见图 b2
,

可见原信号已成功地得到恢复
。

迭代过

程的归一化相关系数见图 3 a ,

随迭代递增 (严格地
,

不减 )
,

但其递增速度较慢
,

在迭代进行约 50 次

后
,

增幅更加缓慢
。

同样初始条件下
,

一阶松弛迭代法恢复文件 A 的归一化相关系数如图 b3 所示
。

0
.

0 6

0
.

0 5

0侧粤
侧 。

瞥

一 2 0朋

一 4 OOC

一 4 5 0C

0 5 0 1 00 1 50 2 00 2 5 0

时间样点
a( ) 文件 月原波形

一 0 0 5

一 U
.

0 6

0 5 0 1X() 15 0 2 0 0 2 50 0 5 0 10 0 150 2 X() 2 50

时间样点
b( ) 经典迭代法重构波形

时间样点

c( ) 一阶松弛迭代法重构波形

图 2 文件 A 及各迭代法对其重构后波形
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该方法极大地提高了迭代的收敛速度
,

迭代 50 次 (今 =0
.

927 )超过了经典迭代法迭代 2 00 次 ( ` 一 0
.

9 1 8)

的效果
,

并且
,

迭代 100 次基本上还原出原信号波形 ( ` =0
.

9 9)
,

如图 c2 所示
。

侧
一 2 0 00

理

一 4 0 00

} 0 4匕 -
- -

一
. J
一一一-

J

-
~ 一一 J

5 0 1X() 】50 2X(] 0 5 0 1X() 1 50 2 X()

迭代次数 迭代次数

a() 经典迭代法 b( ) 一阶松驰迭代法

图 3 各迭代法重构文件 A 的归一化相关系数

一 6 0 00
一 6 50 0 1X(] 1 50

时间样点

2 X() 2 50

图 4 128点的数据 B 补零为
25 6点形成文件 B

5 0 1 X() 1 50 2X()
迭代次数

a( ) 一阶松驰迭代法

5 0 1印 1 50 2 X()
迭代次数

b( ) 修正 1 的一阶松驰法

1 oo

( e ) 修正

2 00 3 00 4 00

图 5 各迭代法重构文件 B 的归一化相关系数

一阶松弛迭代法的归一化相关系数有时并不收敛到 1
。

从语音数据中另外截取 1 28 点
,

记为数据 B
,

补零为 2 56 点
,

形成文件 B
,

如图 4 所示
。

应用一阶松弛迭代法 (初始幅度谱和以上相同 )2 0 0 次迭

代的归一化相关系数见图 a5
,

从迭代约 50 次开始
,

归一化相关系数值不再增大 (斗 = .0 6 6 6)
。

这

是因为松弛参数在此时接近或直接等于 。 值 (如图 6 a 所示
,

迭代约 50 次后
,

外 = 0) ;
由式 (8)

,

朴
+ 1 “ 介

,

一阶松弛迭代法陷人局部固定点
。

为避免这种情况
,

可对一阶松弛迭代法的松弛参数加

以修正
。

当检测到外很小时
,

使外 = 1
,

回到经典迭代法
。

根据对经典迭代法收敛
J

胜的证明
,

只要

原始信号满足幅度补偿问题可重构的条件
,

经典迭代法总可收敛到原始信号波形
,

这样可将迭代拉

出一阶松弛的局部固定点
,

记该修正为一阶松弛迭代法的修正 1
。

判断外是否小的界限不能较大
,

例如
,

对文件 B 处理的修正 1 一阶松驰法
,

该界限取为 0
.

5 时
,

松驰法的快速收敛优点无法体现
,

迭代 50 次的今一 .0 64 1, 尚差于未修正的一阶松驰法
。

但如果该界限取得较小
,

可既保证迭代初始

阶段的较快收敛
,

又避免陷人局部固定点
。

图 b5 是界限取为 0
.

2 时修正 1 一阶松驰法的归一化相

关系数
,

迭代 50 次的今一 .0 6 68
,

迭代 100 次的今一.0 6 95 ;
对应松弛参数见图 b6

,

原为 0 值的松弛

参数不停地调节自身
。

松弛迭代算法出现陷人局部固定点的问题
,

一般原因在于已恢复信号或原始信号的 z 变换在 z

平面的单位圆上有零点 fz]
。

若将其扰动
,

可提高收敛速度及效果
。

作出修正 1 一阶松驰法对文件 B

重构
、

迭代 2 00 次后信号的零点图
,

如图 7 所示
。

大量零点在 z 平面的单位圆上及其附近
,

将此时

恢复信号 z 平面单位圆上的零点拉离单位圆
,

记该修正为一阶松弛迭代法的修正 2( 在修正 1 基础

上 )
,

文献 [ 14 ]称为零点扰动法
。

扰动图 5b 的迭代 20 0 次后所恢复信号的单位圆上零点
,

将其零点
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模值由 1 减小为 0
.

7
,

然后继续修正 1 一阶松弛迭代
。

作出其归一化相关系数如图 5。 所示
。

修正 2

加人随机扰动 z[]
,

就可达到将零点位置改变的目的
,

从而可将单位圆上零点拉离单位圆
,

我们称该

5 0 1 X() 1 5() 2加 5 0 1加 15 0 2 X()

迭代次数

a( ) 一阶松驰迭代法

迭代次数

b( ) 修正 1的一阶松驰法

图 6 一阶松驰法及其修正 1重构文件 B 的松弛参数
图 7 对应图 b5 迭代 200 次

的信号零点图

方法为修正 3
。

修正 3 的计算量很小
,

十分方便
。

对图 b5 迭代 2 00 次后的状态
,

加人幅度为估计

信号平均幅度 0
.

5 倍的随机扰动
,

然后继续修正 1 一阶松弛迭代
,

作出其中一次效果较好的归一化

相关系数如图 8 所示
。

修正 3 可能改善迭代
,

但由于加人的是随机信号
,

修正 3 的效果不一定都很

... . . .

一习

一一
15 0 2加 2 50

迭代次数

图 8 修正 3 所引起的跳变

明显
。

上面讨论了一阶松弛迭代法
,

其原则同样适合于高阶松

弛法
。

松弛法可以改善迭代性能
,

但其收敛性可能受到影响
。

在改善收敛性的修正方法中
,

修正 1 简单实用
,

修正 2 效果

较好
,

但计算量较大
,

修正 3 计算量很小
,

但效果不一定很

明显
。

在一般情况下的幅度补偿问题
,

可以采取修正 1 的一

阶或二阶松弛迭代法
。
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。
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