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关于有限群的自同构群

朱 雯
,

何明星

(四川工业学院 成都 6 10 0 39 )

【摘要】 分析了 自同构群是循环群或三次对称群凡的有限群
;

给出了自同构群是循环群的有限群的分

奔刻 画
; 证明了 自同构群是循环群的有限群仅有四类

,

并且是凡的有限群的阶数形式及相关的一些结果
。
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1 预备知识
设 G 是群

,

以 A ut G 表示 G 的自同构群
,

hm G 表示 G 的内自同构群
,

G 的中心记为 (C伪
。

生

成元为 。 的循环群记作 (岭
。

若 G 是有限群
,

以 }GI 记 G 的阶
。 。 元循环群记为 nZ

。

设 G 是有限群
,

称 G 为 p
一

群勿为素数 )
,

如果 !侧=P
”

>(n 0)
。

设 H是有限群的 p
一

子群
,

称 H 为

G 的 sy low p
一

子群
,

如果 H 的阶是 G 的阶的素因素分解中关于 p 的最高次幂
。

引理 111 ] 设 G 是有限 A be l群
,

p l ,

p Z ,

…
,

p
。

是 }lG 的全部素因子
,

G 二 (1成 i 〔 )n 是 G 的即 low
p : 子群

,

则有直积分解

G =
气

x G o .x 二 x G 。
l()

引理 21 1] 设 G 是 A be 1-P 群
,

则有直积分解

G = Z , 。 : ` Z , · : ` … ` Z , , ,

( 2 )

引理 3 2[] 设 G 是循环 p
一

群
,

G 一凡
, ,

则

1) G 的自同构群 A ut G 的阶是 夕用
- 1

仍 ;l)

2) A训今= 5 x T
,

其中 S 是 p问阶 bA el 群
,

T是 --P 1阶循环群
。

3) 如果 p 是奇素数
,

则 S 是循环群
。

如果 夕= 2
,

则除去 n =l 或 n = 2( G = 2Z 或 Z’) 以外
,

s 都不是

循环群
。

引理 4 设 p 是奇素数
,

则 utA
Z

p 。

是循环群
。

引理 53[] 设 G 是循环群
,

则对于任意 }lG的因数 m
,

G 只有一个 m 阶子群
。

引理 6 设 G 二 G , x G Z x … x G
。

是有 限群 的直积 分解
,

令 a , 。 A u tG
,

(l 簇 i簇 )n
,

作对应

(a
1 ,

a Z ,

…
,
a

, ,

)分 a ,

其中 a 是 G 的变换

a( xl
,

凡
, …

,

xn ) = a(
,

(xl )
,

a Z
(凡 )

,

… , a
。

(凡》

则 a o A u t G
,

由此得到的映射动
: A u 权了, x A u tG Z x … 又 A u tG

。

。 A u tG 是单 同态
。

因而可 以视
A ut G , x A u tG Z x … x A ut G

。

为 A u t G 的子群
。

引理 7 设 G 二 G , 又 G Z x … x G
。 ,

若 }G
l

}
,

…
,

}G
。

}两两互素
,

则在引理 6中得到的单同态少是同

构的
,

即 A ut G 兰 A u tG
, 又 A u tG

Z 又 … 火 A u tG
。 。

引理 8 设 G 二 G , 义 G Z 冲 二 x G
, , ,

若 iK 是仅的子群
,

且 K l ,

K Z ,

…
,

nK 互相同构
,

则 G 有 n

个互相同构的子群
。

引理 9 设 G = Z : x Z Z

或 G 二 z 4 x z Z ,

则 A u t G 不是循环群
。

引理 `o 【̀, 设 G
, =

(砂
,

G Z =

(b)是阶为
n ,

m 的循环群
,

如果 (n
,

m卜 l
,

则 G , x G Z

是阶为 n m

的循环群
。
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2自同构群是循环群的有限群
定理 1 设 G 是以下四个有限群之一

: Zp , ,

Z p 。 又 2 2
切是奇素数 )

,

几
,

几
,

则 A ut G 是循环

群
。

证明 A u

tZZ 只含有一个元素
,

根据引卿可知
,

A
utz

p ,

是循环群
。

根据引理
,

A ut ( Z
p 。 x
乙 ) 二

nA tz
p , 只

nA 忆
2 = Autz

p , ,

故 A u(t z ; · x 2 2
)也是循环群

。

A u

4tZ 只有两个元素
,

因而必是循环群
。

下面证明
,

在定理 1 中列出的四个有限群是仅有的自同构群为循环群的有限群
。

定理 2 设 G 是有限 A be l群
,

若 A u t G 是循环群
,

则 IGI 至多有一个奇素数因子
。

证明 设 p
l ,

p Z ,

…
,

p
,

是 !lG 的所有奇素数因子
,

则根据引理 1可知
,

G 有 以下直积分解
:

G · 匕
p , 又 … x G 。

或 G 一 G Z x G 。 x … 火 G 。 。

因为 p
, ,

p
,

i( 护 j’) 及 2是两两互素的
,

所以根据引理 7可

知
,

有以下两种结果之一

!
A u `G 一 A u tG

· 1

一
A u `G

· `

IA
u tG = A u t G

Z ` A u tG
, , x … x A u tG

, `

对于每一个 G ,

(P
= p

, ,

p
Z ,

…
,

p
,

)
,

因为是 A be 功
一

群
,

故又有分解式

(3 )

G ; · Z , , 】 x … X Z , 、

根据弓!理 6
,

A ut 伟有子群同构于 A u tz
p , , x … x A utZ

p , J 。

又根据弓!理 3
,

}
A u亿

p ,

}
一 , 巩

一 ’
(, 一 , )

,

由于 p 是奇素数
,

所以 p 一 1是偶数
。

因而 A u tZ 广 有二阶子群
,

故 A ut 伟有二阶子群
。

这样
,

在式 (3)

电 右端每一个因子 A u tG
二

都含有二个阶子群
,

因而根据引理 8,
utA

G 至少含有 t 个二阶子群
,

由引理 5知
,

必有 t簇 1
,

故 }GI 至多有一个奇素数因子
。

定理 3 设 G 是 A be -1P 群切
# 2 )

,

若 A ut G 是循环群
,

则 G 是循环群 Z 广
。

证明 设 G 是 A be 卜群
,

根据引理 2 可知
,

G = Z 尸
:

冲 二 x Z 尸
, ,

因此 由引理 6 可得
,

AutZ
尸

t ` … `

uA tZ 广
,

}耐勾于
届

的子群`

助
p 是奇数) 胡手个A

utZ
广 有一冲二阶子眯

届
有 ,

乍粉
于自祥

,

疾 1
,

则华 z 广
。

定理 4 设 G 是 A be lZ
一

群
,

若 A u tG 是循环群
,

则 =G 几或 G =乙
。

证明 根据引理 2可得
,

G 一
几

, . “ … `

孔
, , ,

当 m > ,时
,

}A utZ
Z ,

卜“祠
,

因而仿照前面的讨

论可知至多有一个 m
,
>l

,

又由引理 3可知
,

m
,簇 2

,

则
G = 2

2 : x Z
Z x … x Z Z

或 G = Z Z x … x Z Z

对于第一种情形
,

由引理 6可知 A u t G 有一个子群同构于

A u t ( 2
2 : “ 2 2

)
x A u tZ

Z x … “ A u亿
2 = A u t ( Z

。 X 2
2

)

根据引理9可知
,

A ut (Z
4 x 2 2

)不是循环群
,

所以 A u t G 也不是循环群
,

矛盾
。

因而这种形式只有

G =凡
。

对于第二种情形
,

由引理 6可知
,

A ut G 有一个子群同构于 A叫Z
: x

几 )
,

这个 自同构群也

不是循环群
。

因而这种形式只有 G = 2Z
。

G 只有乙和 几两种
。

定理 5 设 G 是有限群
,

G 的自同构群是循环群
,

当且仅当 G 是 Z , , ,

Z p 用 ` 2 2
伊是奇素数 )zZ

,

凡这四种群之一
。

证明 设 A u t G 是循环群
,

则 G 必是 A be l群
,

因而根据定理 2可知
,

}G }至多一个奇素数因子
。

设 }G }
· 夕

”

(尸 ` 2 )
,

则 G 是 A b e l夕
一

群
,

G 一 Z , ·

(定理 3 )
。

若 IG卜2
” ,

则 G 是 A b e l Z
一

群
,

G 是 几或二
。

设 G = G ; ` G Z ,

因为 ( }
G ;

{
,

}G
Z

} )
一` ,

故

~
; 又 A

utG
Z 一 A ut G

,

因此 A
utG

,

及 A

utG
Z

都是循环群
,

吼
一

今 .(2 5), G Z一及 或 几
。

如果 G一 Z广 ` 2
4 ,

则 A u tZ 尸 有二阶子群
。

而 }
A u岔

礴

}
= “ ,

所以

A utG
, x

A
utG

; = A u tG 有两个二险圣登矛盾
。

因此这种情形只有 G =

乙
. “ 2 2 。

这样就证明了 G
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是 Z
。 ,

Z
, x Z Z

P
zZ, 珑

四种群之一 反之
,

由定理 1可知 Z严 Z厂 “ 2 2 ,

几
,

凡这四种群的自

同构群都是循环群
。

3 自同构群是凡的有限群

定理 6 设 G 是有限群
,

或 A ut G书凡
,

nI n G护A ut G
,

则 G = 2 2 火 2 2 。

证明 因为 Inn G 是 A ut G 的真子群
,

而凡的真子群是二阶或三阶的
,

故 nI n G 是循环群
。

根

据引理 2可知 G 是 A be l 群
;

·

根据引理 1可得
,

G 二 G
p , ` … “ G p `

(G
p ,

是 G 的 Syl o w 群 )o 因为
G 。 ,

气
2 ,

…
,

G 。
的阶两两互素

,

故由引理7可知
,

A u tG 兰 A
utG

, x … ` A ut G
, 。

因为 A
utG

= S 。

不能分

解成非平凡正规子群的直积
,

除去一个以外
,

所有 A u t G
J 二 {l}

。

根据引理 8可得
,

氓 = 2 2 ,

由此可

知}GI 只有一个素因子或者 }GI 有两个素因子并且其中一个是么 因此 G = G ,

或 G 二 G Z

或 G 二 G ; “ 2
2 。

设 G 一 G ,

(P `
2), A u tG 一 凡

,

将 G 分解 为 G = Z 尸
, x … x z 尸

J ,

故 A u tZ 尸
1 “ … x A u tZ 户 是

utA =ssG
的子群

。

因此除去一项夕卜所有 }~
p , .

}
一 1

,

因为 , , 2
,

故 {~
p 。

}
` 1

,

G 一 Z p 。 ,

但

nA tzr
,

是 A be l群而不能是 凡
。

设 =G G Z ,

同上可证明 G 的分解式为
: G 一 2 2 。 又 2 2 又 … x 2 2

或 G 一 2 2 ` … ` 2
2 。

因为 A毗
2 , `

5 3 ,

A ut ( Z 尹
x Z Z

) ` S
。 ,

因此只 能是 G 一乙
x … x Z Z

(S 个因子 )
。

由于 A u t ( Z
Z x Z Z

) 一 S
。 ,

因此

G = 及
x Z : 。

设 G 一 G , 义 2 2 ,

则 A u tG 二 A u t G , “ A u tZ
Z = A

utG
, 。

前面已证明了这个 自同构群不是 凡
,

因此

G 只能是乙
x

凡
。

定理 7 设 G 是有限群
,

若 nI n

企A ut G =凡
,

则 }GI = .2n 3
” 。
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