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排课表问题的一种矩阵解法
’

曾清海”

(电子科技大学宽带光纤传输与通信系统技术国家重点实验室 成都 1 6005 4 )

【摘要】 对排课表问题进行了探讨
,

为排课表问题的软件实现提供了详细步骤
。

将排课表问题的求解

转化为矩阵运算
,

阐述了矩阵运算的相关算法
。

该方法算法简单
,

易于软件实现
。

并对其正确性和可操作性

进行了验证
。
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排课表问题是在给定一周内各教师对各班课时数的情况下
,

排出一张无冲突的课表
,

并使一

周的课时最少 [ l周
。

无冲突是指不存在一个教师被同时安排给一个以上的班级上课
,

或一个以上教

师被同时安排给同一个班上课
。

假设某校有 m 个班级
,

n 个教师
。

通常情况下
,

m簇 n
。

教师 j 一周共给班级 i 上巧节课
,

用

内 构成 m x 。 的矩阵
。

要排一张无冲突的课表
,

在矩阵运算中就是将该矩阵(称母矩阵)裂变为若干

个每行
、

每列最多只有一个非零元素 1的 m xn 阶矩阵(称子矩阵 )之和 4[]
。

而每个子矩阵就是为全校

排出的一节课
,

非零元素所在的位置表示该列对应的教师被安排给该行对应的班级上一节课
,

所

以问题就转化为将母矩阵裂变成尽量少的子矩阵之和
。

1 矩阵运算
为把母矩阵裂变成尽量少的子矩阵

,

可采取如下步骤
:

l ) 由外得 m x n 阶矩阵
,

如图 l所示
。

2 ) 将 m x n 阶矩阵加全为 n x n 完美方阵(n ) m )
,

如图2所示
。

其加全步骤如下
:

( 1) 将 m xn 阶矩阵添加成 xn n 阶方阵
。

在矩阵后面添置 n 一m 行
,

行的元素均取O
。

(2 ) 求出行和与列和中的最大值 s
,

即

艺
a , 1 ,

艺
“ , 2 , ” ”

即翻 月 月 月

工
a * ,

工
a . , ,

艺
a Z , ,

…
,

艺
a 、

i = l j = l ] = l j = l

产

!!Xam一一S

(3 ) 找出行和最小的行 K
,

列和最小的列 (L 若有多行 /列的和最小
,

则在其中任取一个 )
。

若 K

行的行和与 L 列的列和均等于 s
,

则结束
,

否则使鞠 = 匈 +l
,

再重复步骤 (3)
。

由此便得到 n 阶 s

重完美方阵 B =O {马o}

3) 将完美方阵裂变成若干个排列方阵
。

排列方阵是指每行
、

每列都有且只有一个非零元素
,

且此非零元素为 1的方阵
。

裂变的方法是先从 B0 中裂变出一个
,

即 B o二B I

+lI
,

11 即为第一个裂变

出的排列方阵
,

B ;

为裂变后剩下的方阵
,

又从 lB 裂变出第二个排列方阵几
,

即 B l

=B
2十几

,

依此类

推
,

直到 丑拼厂双, 1

探
, ,

凡
1

也是一个排列方阵
,

可记作 sI
,

这样通过 --5 1次裂变便得到了 s 个排

列方阵
。

这 S 个排列方阵实际就对应 S 节课的排法
。

在排列方阵 iI 中
,

元素 1所在的行
、

列即表示

该列对应的教师被安排给该行对应的班级上一节课 (对加全的部分
,

对应的教师和班级实际无课 )
。
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由于是排列方阵
,

每行每列都只有一个 1
,

其他元素均是O
,

所以不会出现冲突情况
。

当然
,

S 个排

列方阵与 S节课的对应关系可以任意
。
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图 1 母矩阵 图 2 完美方阵

下面分析裂变过程
。

显而易见
,

--5 1次裂变算法是完全一样的
。

不失一般性
,

本文给出第一步

B o= B l

+lI 的裂变算法如下
:

一) 令拾。
,

几了七 必
,

户入任 { 1
,

2
,

3
,

…
,
n }

;

2) =1 1
,

在第 i行找非零元素
,

取第 1个非零元素(设所在的列的列号为 )j
,

令 lM :j’
,

人卜 {lM }
,

1 0 . _ _ _ _ 二二

=N 去 (即入任 z n 哟
;

M
丫

. _

3) =1 +1 1
,

当 =in 时
,

取城
二为 N 中的那个元素 (只有一个元素 )

,

九卜五了u {城 }
,

该次裂变结束
;

否则在第 ,行找非零元素
,

若存在凤 > 。(j 任扔
,

令鱿万
,

~
u 、鱿 ,

,

=N 典
,

返回该步骤:3)
”

-

一
’

一 ’

-

一
” - -

一
’

-

一 ” 一
I “ , z

”
一 ` J

’ -

一
、 一 ` 夕 ’ 一

人了
’

一 ”
’
一

’

一 一
’

一
尸 ’

否则第 i行的非零元素的列号必定属于 M, 设有 k个非零元素
,

列号从小到大依次为o < 尸
l
< 夕

2
< …

< 夕k
,

再令 =t o ;

4) =t +lt
,

在 M 中查找值为 lP 的元素
,

设 cM
= p

, ,

则在第 。 行查找几
,

, 以外的所有非零元素
,

若存、
,

, > 、 任 、
,

令 、 =P
, ,

cM =j,
~

日 {、 }
,

=N责
,

返回步骤 3)
;

否则 · 行中、
.

, 以外

的非零元素的列号属于 M, 设有 d个非零元素
,

列号从小到大依次为 。 < q , < q Z
.<

二 < q J 。

对 d 个

非零元素进行类似于元素戏
,

, 1

往下的搜索过程
,

直到找到一个非零元素的列号 (设为 力属于 N
,

并

转人 5)
;

若搜索完八
,

, 1

节点以下的所有分支都没有搜索到列号属于 N 的非零元素
,

则重复 4)
,

否

则转人 5)
;

5) 设搜索过程成功搜索到该列所经过行的行号顺序为
:

i
,

p l ,

p Z ,

…
,

p * ,

则 从 = 几幼
, ,

MP
I

峨加
2 ,

… j 心
,。绒必

无,

五勿盖习
,

几卜五了U {城 }
I 一

、

洲 ~
_

、

刀= 二 - : ,

子手卫乙四 3 ) ;

M

以上第 3)
、

4) 步的循环搜索过程的数据结构是一棵树
。

对构成环的搜索枝则终止该枝的搜索
,

该枝不成功
。

经过上述的裂变过程
,

即得到集合胎 {lM
,

姨
, …

,

城 }
,

其中 鲜沪 1
,

2
,

… ,

)n表示这

次裂变对应课时为 j 班上课的老师编号
。

这样
,

分离出来的排列方阵就是第 1行第 lM列
、

第2行第

姚列
、

…
、

第 n 行第 城列的元素为 1
,

其他元素为。的 xn n 阶方阵
。

从 n 阶 s 重完美方阵分离出

一个排列方阵后
,

完美方阵变成 n 阶 --5 1重完美方阵
。

容易看出
,

以上第 1次裂变过程对任意非零

重完美方阵都适用 气 因为裂变过程搜索的是非零元素
,

而不涉及元素的大小
,

搜索枝的搜索过程

如图3所示
。

图中
,

在第 1荀行能找到满足条件的非零元素 (实心圆 )
,

要在第 7行找一个满足条件的

非零元素
,

如几满足 (实心圆和三角形均表示非零元素 )
,

但第 2列的瓜已被安排在下一裂出排列方

阵的第4行
,

所以就在第4行另找一个非零元素来替代瓜
,

结果找到凡
,

而第3列也有儿已被安抖伙在

第2行 )
,

所以又需在第 2行另找一个非零元素来替代儿
,

如此下去
,

直到找到两8这个空闲列的非零

元素
。

这样
,

在图中用三角形代替搜索过程途径的实心圆就形成一种新的到第 7行的安排
。
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图 3 搜索过程示意图

2 方法的验证
按步骤 1的加全法每次加 1

,

且只对行 /列和小于 S 的行 /列进行
,

这就不可能存在某行 /列由于

加全一次而导致行 /列和超过 S
。

另外
,

整个矩阵无论按行加或按列加
,

总和是一样
。

所以
,

行和

中有小于 S 的行
,

则必然有列和小于 S 的列
,

不可能出现加全一次后
,

加 1元素所在行的行和不超

过 S 但列和超过 S 或相反的情况
,

故 n 阶 S重完美方阵是可获得的
。

根据步骤 3)
,

在方阵 B ,

中按行顺序依次获得排列方阵 不的各行元素
,

并且在搜索的过程中通

过调整已安排行的元素避免了冲突
,

所以该搜索过程是正确的
。

显然
,

只要证明裂变搜索过程最终能达到一个属于空闲列的非零元素
。

根据搜索过程可知
,

如果所有空闲列的非零元素都不在前 i 行 (假设前 --1 1行已经安排
,

已在安排第 j 行 )
,

则肯定无法

达到
。

但是
,

这种情况是不可能出现的
。

为方便说明
,

以第 1次裂变过程为例
,

设前 --1 1个被安排

元素为八
l ,

儿
,

…
,

仄
1、 1 。

由前面的假设可知八 ,司 (k 成 i
,

l ) i
,

k
、

l 任扔
,

由行和可知

艺艺
。 、 = (n 一 。“ 二艺艺

“ kI < (n 一 i) “

k = i+ 1 1= 1 女二护+ 1 1= 矛

由列和可知
)矛 月 刀 n

a 。 一

艺艺
a ` 二 (n 一 ` + l) “

k二矛+ 1 1= 矛
艺
=iI

叉=kl

因为上面两式是矛盾的
,

所以这种假设不成立
。

另外一种情况
,

假设该搜索过程变成死循环
,

永远在前面排好的若干行中无休止的循环搜索
。

为方便
,

同样以第 1次裂变过程为例
,

且不失一般性
,

设前 卜 1个被安排元素为戏
1,

几
,

…
,

八一
,一 ,

并

设在前 m (m 簇 --1 1疥中循环
。

若搜索过程在前 m 行循环
,

则必然是在这 m 行中没有一个非零元素

在第 m 列以后
,

也即汤
二o (0 k< 蕊 m

,

m l< 〔 n)
,

则前 m 行的总和为

a 、 一

艺艺
a 、

=m “
艺
=ll

艺=kl

而前 m 列的总和为

刀 用 拼

a 、 一

艺艺
a 、 +

艺艺气
,

=m “

k二 1 1= I k二用 + 1 1二 1

艺
=lI

艺川

艺艺al̂
= ”

k二加 + 1 1二 l

则当 m众翻
,

0 < Z落为,时
,

a 。 = O
。
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由搜索过程可知
,

搜索总是从第 i行的某个非零元素开始
,

而以上假设的循环搜索过程显然无

法从第 i 行的某个非零元素进人
,

因为第 i 行的前 m 列上的元素均为 O
。

由此可见
,

这种假设也是

不成立的
。

由上面的证明可知
,

裂变搜索过程是可行的
,

可裂变出 S 个排列方阵
。

显然
,

S 是必须安排的

最小课时数
,

所以也满足课时尽量少的要求
。

3 结 论
本文使用矩阵运算方法解决了排课表问题

。

该方法算法简单
,

易于软件实现
,

并得到了正确

性和可行性的验证
。
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