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摘要  引入了 p-距离空间的概念 利用泛函分析的理论 对 p-距离空间中的不动点问题进行了研究

给出了 p-距离空间中一类压缩映像序列的公共不动点定理 其距离空间  2-距离空间和3-距离空间都是 p-距

离空间的特殊例子
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    自 Frechet 系统地应用抽象空间这一思想以来, 度量空间(即距离空间 本文称为1-距离空间)即
成为泛函分析的基础 Ga&& hler 引入了2-距离空间的概念[1] Iseki 研究2-距离空间中映像的不动点

定理[2~5] Rhoades 则把 Ciric 的结论移植到2-距离空间[6] Khan 等进一步讨论了2-距离空间映像的

不动点定理[7,8] 此后 M. Imdad等国内外一批学者研究了2-距离空间中各种映像不动点问题[6~11]

    本文引入 p-距离空间的概念 同时给出了 p-距离空间上一类压缩映像序列的公共不动点定理

显然 距离空间 2-距离空间 3-距离空间都是 p-距离空间的特殊例子 因此 对 p-距离空间的

拓朴性质及 p-距离空间的不动点理论的深入研究 不仅可研究各类距离空间的共同性质 而且可

以把与其有关的同类问题研究(例如不动点定理)统一在一个模式之下

1  p-距离空间的定义及预备知识
    定义 1  )ñ,(X 称为 p-距离空间 如果 X 是一个空间 ρ是定义在 44 344 21 L

p

XXX ××× 上满足以下条

件的一非负实值函数

    1) 对于 X 中任意互不相等的 p 点 ia ( pi ,,2,1 L= ), 存在一点 u∈X 满足ρ ),,,,( 21 uaaa pL ≠ 0
    2)  ρ ),,,,( 121 +pp aaaa L = 0 当 ia ( 1,,2,1 += pi L )中至少有两点相等

    3)  ρ ),,,,( 121 +pp aaaa L = ],),,,([ 121 jiaaaaa jip ≠↔+Lρ ;
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其中将4)称为(p 维)单形体积不等式 , ],),,,([ 121 jiaaaaa jip ≠↔+Lρ 表示用 ),,,( 121 +paaa Lρ 中

ia ( 1,,2,1 += pi L )的任意点 ja 来交换 ia ( 1,,2,1 += pi L )中的任意点 ia 所得到的结果 只要

ji ≠ ( 1,,2,1, += pji L ) ∑
+

=
+ ←

1

1
121 ]),,,([
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i
ip uaaaa Lρ , Xu ∈∀ 则表示用 X 中任意一点 u 依次去

替换 ),,,( 121 +paaa Lρ 中的每一个 ia ( 1,,2,1 += pi L )所得结果的和

    注记  如果 X 只含 p 点, ρ 是平凡的  假设 X 至少含有 p+1点
   定义 2  p-距离空间 ),( ρX 中的一个序列 { xn }被称为 Cauchy 列 如果 ρlim ),,,,( 11 −pnm aaxx L

=0 对于 X 中任意的 121 ,,, −paaa L 都成立 则序列{xn } 被称为收敛的 如果存在 x X∈ 使得
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ρlim 0),,,,,( 121 =−pn aaaxx L  对于 X 中任意的 121 ,,, −paaa L 都成立 记为 xxn → 如果 X 中任

意一个 Cauchy 列都在 X 中收敛 则 p-距离空间 ),( ρX 称为完备的

    定义 3  设 ),( ρX 是 p-距离空间 ρ 是 X 上的连续 p-距离 如果ρ 关于4个变量中的3个为序

列连续 本文假定 p-距离ρ 是连续的

2  主要结果
    定理  设 ),( dX 是一完备的 p-距离空间 ∞

=1}{ iiT 是 X 的一自映像列 假设存在非负整数列
∞
=1}{ iim 和非负数 γβα ,, 使得对一切 Xayx k ∈,, ( 1,,2,1 −= pk L )和一切自然数 ji ≠ 满足
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,,,, 21 Laay )1−pa 这里 1<++ γβα 又设对于 X 中至少一点 0x Xaaa p ∈∀ −121 ,,, L 存在常数
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L,2,1, =∀ ii 则映像列 ∞
=1}{ iiT 在 X 中存在唯一的公共不动点

    证明  令 im
ii TS = L,2,1=i 于是对一切 Xaaayx p ∈−121 ,,,,, L 和一切自然数 ji ≠ 由1)有

       ),,,,,( 121 −pji aaaySxSd L +− ),,,,,( 121 pi aaaxSxd Lα

                               ),,,,,(),,,,,( 121121 −− + ppj aaayxdaaaySyd LL γβ (1)

对于2)中的 Xx ∈0 定义迭代序列 L,2,1,1 == − nxSx nnn 于是由式(1)
      ),,,,,(),,,,,( 121120112121 −− = pp aaaxSxSdaaaxxd LL

               ),,,,,()(),,,,,( 1211012121 −− ++ pp aaaxxdaaaxxd LL γαβ

故有

),,,,,( 12121 −paaaxxd L ),,,,,( 12110 −paaaxxd Lθ (2)

式中  1)1/()( <−+= βγαθ 因为 1<++ γβα 由式(2)易知 对一切正整数 n, 有
),,,,,( 1211 −+ pnn aaaxxd L ),,,,,( 12110 −p

n aaaxxd Lθ    Xaaa p ∈∀ −121 ,,, L (3)

由 p 维单形体积不等式和式(3) 有
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故序列 { nx }是 Cauchy 列 又由 X 的完备性知 存在 Xu ∈ 使得 uxn →

    证明 u 是映像列 ∞
=1}{ iiS 在 X 中的公共不动点 由 p 维单形体积不等式 有

),,,,,( 121 −pn aaauSud L ++ −+−+ ),,,,,,((),,,,,( 12111211 pmmpm aaauxxdaaaxud LL α

        ++−+ LL ),,,,,,( 2211 pmm aaauxxd +−+ )),,,,,( 121 pmm aauxxd L

                     +− ),,,,,( 121 pn aaauSud Lβ ),,,,,( 121 −pm aaauxd Lγ   Xaaa p ∈∀ −121 ,,, L (4)

因 uxn → 式(4)两边当 ∞→m 时取极限 可得

),,,,(),,,,,( 121121 −− pnpn aaauSudaaauSud LL β     nXaaa p ∀∈∀ − ,,,, 121 L (5)

由于β ∈ [ )1,0 于是 0),,,,,( 121 =−pn aaauSud L Xaaa p ∈∀ −121 ,,, L n∀ 故有 uuSn = n∀
即 u 是映像列 ∞

=1}{ iiS 在 X 中的公共不动点 再证明映像列 ∞
=1}{ iiS 在 X 中的公共不动点 u 是唯一的

设映像列 ∞
=1}{ iiS 在 X 中还有公共不动点t 则 n∀ 有

                ),,,,,(),,,,,( 121121 −− = pnnp aaatSuSdaaatud LL

                                   ),,,,,( 121 −paaatud Lγ     Xaaa p ∈∀ −121 ,,, L (6)
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因 )1,0[∈γ ,于是 0),,,,,( 121 =−paaatud L Xaaa p ∈∀ −121 ,,, L 故有 ut = 即 u 是映像列 ∞
=1}{ iiS 在

X 中的唯一公共不动点 另外 因为 uTuSu nm
nn == L,2,1=∀n 所以 nn TuT = =)( uT nm

n

)()( uTSuTT nnn
m

n
n = 即 uTn 是 ∞

=1}{ iiS 在 X 中的公共不动点 ∞
=1}{ iiS 在 X 中的公共不动点是唯一的

故只能有 uuTn = L,2,1, =∀ nn 表明 u 是映像列 }{ nT 在 X 中的公共不动点 又证明映像列

}{ nT 在 X 中的公共不动点 u 是唯一的 设映像列 }{ nT 在 X 中还有一个公共不动点t 则 n∀ 有

),,,,,(),,,,,( 121121 −− = pnnp aaatTuTdaaatud LL ),,,,,( 121 −paaatud Lγ     Xaaa p ∈∀ −121 ,,, L

因 )1,0[∈γ 于是 Xaaa p ∈∀ −121 ,,, L 故有 ut = 即 u 是映像列 }{ nT 在 X 中的唯一公共不动点

    在上述主要结果中取 P=1 2或3时 能得到在距离空间 2-距离空间和3-距离空间中相应的公

共不动点定理 也可以得到文献[3]中的结果
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A Fixed Point Theorem for Contraction-mapping
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    Abstract  In this paper, the concept of p-metric space is introduced. According to the theory of
functional analysis, the fixed point problems on p-metric space are studied. A common fixed-point
theorem for a series of contraction mappings on p-metric space is also given, in which the metric space 2-
metric space and 3-metric space are the special cases of p-metric space.
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