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逆 H 矩阵的性质∗
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摘要 研究了在理论和实际应用中有重要用途的 M 矩阵 H 矩阵的相关问题 定义了逆 H 矩阵的概

念 并对其性质进行了研究 获得了逆 H 矩阵与逆 M 矩阵的关系 逆 H 矩阵的判定 逆 H 矩阵的 Hadamard

积的性质 与矩阵对角占优性的关系等基本性质
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记 nn ,R 表示 n阶实方阵的集合 nn ,C 表示 n阶复方阵的集合 设 nn
ija ,)( RA ∈= 且

njijiaij ,,2,1,0 L=≠

则称 A 为 Z-型矩阵 若 A 为 Z-型矩阵 且 01−A 则称 A 为非奇 M 矩阵

设 nn
ija ,)( CA ∈= , 若 A 的比较矩阵 )( ijm>=< A 为非奇 M 矩阵 则称 A 为非奇 H 矩阵 其中
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M 矩阵和 H 矩阵及相关矩阵类是计算数学 数学物理等中的重要矩阵类 引起人们的广泛关

注和研究[1~7] 在 M 矩阵研究的基础上 为满足实际需要 文献[1]等提出并研究了逆 M 矩阵的性

质 定义了逆 H 矩阵的概念 并对其基本性质和判定等进行了研究和探讨

1  逆 H 矩阵的定义与基本性质
定义 1  对于一个非奇矩阵 A 若 1−A 为 H 矩阵 则称 A 为逆 H 矩阵 记为 1−∈ HA 若 1−A

为 M 矩阵 则称 A 为逆 M 矩阵 记为 1−∈ MA

若无特别说明 所有矩阵均为 n 阶复方阵 记 +D 为所有正对角矩阵的集合 ρ(A)为矩阵 A 的

谱半径

下面讨论 1−H 的若干性质

定理 1  11 −− ⊂ HM
证明  设 1−∈ MA 则 1−A 为 M 矩阵 显然 1−A 为 H 矩阵 即 1−∈ HA 故 11 −− ⊂ HM

定理 2  若 ,,1 +− ∈∈ DDHA 则 11 , −− ∈∈ HADHDA
证明  由 1−∈ HA +∈ DD 知 DA非奇 又有 111)( −−− = DADA 故由 1−A 为 H 矩阵 +− ∈ DD 1

知 1)( −DA 为 H 矩阵 故 1−∈ HDA 同理可证 1−∈ HAD

定理 3  若 ,1−∈ HA  则对 1)(, 1 <∈ −Aαρα R 有 1−∈+ HIA α
证明  由于

111111 )()]([)( −−−−−− +=+=+ AAIAIAIA ααα

则对 1)( 1 <−Aαρ 有

L+−+−=+ −−−−− 3121111 )()()( AAAIAI αααα
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因 1−∈ HA 故 1−A 为 H 矩阵 显然 11 )( −−+ AI α 为 H 矩阵 故 1)( −+ IA α 为 H 矩阵 即
1−∈+ HIA α

定理 4  若 1)(,, 11 <∈∈ −+− DADDHA ρ 则 1−∈+ HDA

证明  因 ,1−∈ HA  故 11 −− ∈ HAD 又 ,1)( 1 <− ADρ  由定理3可知
11 −− ∈+ HIAD

由 +∈ DD 有
11 )( −− ∈+=+ HDAIADD

    定义 2[2]  设 nn
ija ,)( CA ∈= , 若 ),,2,1( niaa

ij
ijii L=> ∑

≠

, 则称 A 为按行严格对角占优矩阵

若 ),,2,1( njaa
ji

ijjj L=> ∑
≠

则称 A 为按列严格对角占优矩阵

引理 1[2] 设 1−∈ MA 则存在一个 +∈ DD 使 DA 是按列严格对角占优矩阵

由引理1可知 也存在一个 ,+∈ DD  使 AD 是按行严格对角占优矩阵

定理 5  设 1−∈ HA 则存在一个 +∈ DD 使 11 −− >< AD 是按列严格对角占优矩阵

证明  因 1−∈ HA 故 1−A 是 H 矩阵 从而 >< −1A 是 M 矩阵 所以 111 −−− ∈>< MA 由引理1
可知 存在一个 +∈ DD 使 11 −− >< AD 是按列严格对角占优矩阵
    定义 3[3] 两个 n 阶方阵 nnijnnij ba ,, )(,)( == BA 的 Hadamard 积是指方阵

nnijijba ,)(=⋅ BA

推论 1  若 A 为非奇 H 矩阵 1−∈ HB 则 11 −− >< BA 为非奇 H 矩阵

    证明 由 A 为非奇 H 矩阵可知 +∈= DD ),,,(diag )1()1(
2

)1(
11 nddd L 使 1AD 是严格对角占优矩

阵 由 1−∈ HB 可得 +∈= DD ),,,(diag )2()2(
2

)2(
12 nddd L 使 2

11 DB −− >< 是按行严格对角占优矩

阵 显然有 +∈= DDDD 21 且 DBA )( o 满足

},,2,1{)2()1()2()1()2()1( niddbadbdaddba
ij

jjijij
ij

iiijijiiiiii L∈>> ∑∑
≠≠

可见 DBA )( 11 −− ><o 为严格对角占优矩阵 故 11 −− >< BAo 为非奇 H 矩阵

逆 H 矩阵 A 有一个有趣的性质 即 11 −− >< A 的零元素保持幂不变性

定理 6  设 nnijnnij ba ,
111

, )(,)( =><∈= −−− AHA 对任意正整数 t nn
t

ij
t b ,

)(11 )()( =>< −−A

则对 nji ,,2,1, L=∀
00)( =⇔= ij

t
ij bb

证明  因 1−∈ HA 故 1−A 是 H 矩阵 从而 >< −1A 是 M 矩阵 令 >=< −1A 0),(, BBBI ρ>− ss

有

BIA
ss
11 1 −>=< −

由此可见
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式中  L,2,1,0 => kc k

若 0)( =t
ijb 则由式(2)可知 必有 ,,2,1,0)(

L== kb k
ij 这里 nn

k
ij

k b ,
)( )(=B 由式(1)可得 0=ijb

反之 若 0=ijb 则由式(1)可知 必有 L,2,1,0)( == kb k
ij 由式(2)可得 0)( =t

ijb
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Properties of Inverse H-Matrices
Wang Guangbin  Huang Tingzhu

(Dept. of Applied Mathematics, UEST of China  Chengdu  610054)

                                         
Abstract In this paper, related questions of M-matrices and H-matrices are studied. The concept of

inverse H-matrices is defined. The relationship between the inverse M-matrices and the inverse H-
matrices, criteria for the inverse H-matrices, properties of the Hadamard product of inverse H-matrices
relationship between the inverse H-matrices and diagonal dominance of matrices are presented. A kind of
matrix class is generalized.
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