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【摘要】引入多波前算法，提出了结合频域有限差分法分析二维柱体的电磁散射问题。数值计算过程中

利用Mur′s二阶吸收边界条件和场平均吸收条件截断网格；作为算例，分析了一无限长理想导体柱对平面电磁

波的散射，由于使用了多波前算法求解差分矩阵方程，大大地减少了计算时间，数值结果表明了该方法的有

效性。 
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    有限差分法是最早用来进行电磁场数值计算的方法。在频域有限差分法中，无论是差分方程还

是边界条件的差分近似都较时域法简单、方便，同时在频域中不必对时间作量化处理，可以减少迭

代过程，提高计算精度。利用频域有限差分法分析二维柱体电磁散射，对不规则、非均匀的散射问

题有着广泛的适用性，而且形成的矩阵为稀疏阵可利用一些特点来求解方程[1,2]。但是，随着离散结

点数的增加，差分矩阵方程阶数的提高，频域有限差分法的计算时间会变得相当长，从而极大地限

制了该方法在分析许多实际问题中的应用。针对这一困难，本文有效地引入多波前算法，首次提出

了结合频域有限差分法分析二维柱体的电磁散射问题。在数值计算过程中利用Mur′s二阶吸收边界

条件和场平均吸收条件截断网格。由于使用了多波前算法求解稀疏矩阵方程，从而极大地减少了计

算时间。为了说明方法的有效性，文中分析了理想导体方柱对平面电磁波的散射，并与矩量法结果

进行了比较，作为方法精确性的检验，还对多波前算法与传统的直接法和共轭梯度法(CG)解方程的

计算时间也作了比较。 

 

1  理论分析 
    考虑图1所示的二维导体柱对平面电磁波的散射问题。显然纵向场分量可以独立存在，因此可

以分解为TMz和TEz波分别求解。下面先简要说明有限差分方程

的建立和频域Mur′s二阶吸收边界条件的差分近似构造，并引入

多波前算法。 

1.1  内结点的频域有限差分方程 

    由导体柱表面向外作法向射线并建立多层共形网格离散求

解区域。用u(x,y)表示纵向场分量，显然每个结点上的总场u可

分解为入射场ui与散射场us的和，即 

                  si uuu +=                         (1) 

且us满足Helmholtz方程，设时间因子为 tωje ，则有 
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图1  二维柱体散射问题示意图 
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式中  系数bi可利用文献[3的方法求取。 

1.2  频域Mur′ s二阶吸收边界条件的差分近似 

    用有限差分法分析无界域问题时，必须选择一种合适的边界条件来截断离散网格。G. Mur通过

对波动方程的分解，模拟外向波的传播过程，并利用有限差分近似，提出的Mur’s吸收边界条件在

时域分析中得到了广泛的应用[4]。文献[5]根据相似的处理方

法，构造了频域Mur′s边界条件的差分近似，有效地将其引入

频域，形式简单、精确度高，可以快速形成有限差分方程。

图2为频域二阶Mur′s条件的差分离散网格，hx、hy分别为x、y

方向的离散步长。考虑一x方向的散射波，分解Helmholtz方

程，并利用Taylor级数展开，在x=0处可得到二阶吸收边界条

件的近似方程为 
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用差商代替式(4)中的微商，便可得到频域Mur’s二阶吸收边界条件的差分近似形式为 
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    对于角点的处理，可采用频域的场平均吸收条件加以吸收。 

1.3  多波前算法 

    由差分方程(3)、(5)可以建立求解区域内所有结点的线性方程组，其形式为 
 [ ] FUK =  (6) 

式中  矩阵 [ ]K 为稀疏阵，每行非零元素不超过5个；U 为待求列矢量； F 为已知列矩阵，其非零

元素反映入射波的激励情况。显然，求解式(6)便可得到区域内所有结点的场值，需要注意的是在分

析关于Ez极化问题时，可以利用理想导体性质减缩相应结点，对方程进行降阶求解。由于差分方程

系数矩阵非正定，经典的迭代方法不能保证解方程过程中的收敛性，为此可采用直接法和CG方法

求解差分方程。但随着离散网格数的增加，方程的求解时间将会显著加大，极大地限制了有限差分

法的应用。为了减少求解时间，提高计算效率，本文引入多波前算法求解稀疏矩阵式(6)。 

    多波前算法是近年来在波前法基础上发展起来的，用于求解大型稀疏矩阵方程的又一种新的数

值方法[6, 7]。早在1970年，Irons首先提出波前算法用于求解大型稀疏矩阵方程，后来被许多学者引

入计算电磁学领域，并获得成功应用[9~11]。由于它解方程的步骤是对求解区域的未知量从一特定位

置逐步向前推进消元，从而最终达到求解的目的，很象物理学上的波从某处向前传播的过程，所以

把这种算法形象地称之为“波前法”“波阵法”，其解方程的过程可从文献[9]中得知。多波前算法与

波前法的本质区别在于：多波前算法是从多个不同的位置同时向前推进消元的[7]。波前法在对未知

量的消元过程中会形成一个“波前矩阵”，其主对角的非零元素宽度称为“波前带宽”，该算法对求

解具有较小波前带宽的稀疏矩阵非常有效。然而，在利用波前法计算大型稀疏矩阵系统的过程中，

尽管利用降阶算法可以减小波前带宽[12]，但是对于大型稀疏矩阵，减缩后的波前带宽仍然很大，严
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图2  二阶 Mur 条件差分格式 
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重影响矩阵分解效率，而且花费内存多。针对这一问题，多波前算法根据最低阶算法[7]，将稀疏矩

阵域分解为许多较小的子域，在每个子域内做矩阵分解，消去内部未知量，形成仅与子域边界未知

量相关的的波前矩阵，再利用降阶算法消去所

有相邻子域间的公共未知量。这样，多波前算

法在提高矩阵分解效率、节约内存花费上都比

波前法更为有效。 

 

2  数值结果 
    为了验证方法的有效性，本文分析了一理

想导体方柱(3λ×3λ)对Ez极化情形下平面电磁

波的散射问题。作为对方法精确性检验，在图3

中将距离导体柱表面0.1λ处的电场计算值与矩

量法所得结果进行了比较[13]，从图中可以看出

两者吻合得很好。表1给出了多波前算法与直接

法和CG方法(相对误差取10−3)求解差分方程的

计算时间比较(运行环境为PⅢ700)，从表1中可以看出本文引入的多波前算法使解方程的计算效率有

了大幅度提高。 

                                        表1  计算时间比较                           (单位: s) 

求解差分矩阵方程 
未知量个数    生成系数矩阵 

直 接 法       共轭梯度法         多波前算法 

    1 681           0.44               200.53           94.52              0.27 

    2 025           0.93               360.97          223.17              0.49 

    2 401           1.37               636.20          436.06              0.61 

    2 809           1.98              1 046.55          810.87              1.04 

    3 249           2.86                 —              —                1.65 

    3 721           4.12                 —              —                2.75 

 

3  结   论 
    根据上述理论分析和数值结果可以得出结论：频域有限差分法结合多波前算法能够用于分析二

维柱体的电磁散射问题，由于有效地使用了多波前算法求解差分方程，因极大地减少了计算时间，

提高了计算效率。它同样可以用于求解其他数值方法所形成的大型稀疏矩阵方程，在实际问题的分

析及优化模拟中有着重要意义。 
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图3  Ez极化下距离柱0.1λ处的电场 

(s 从入射边中心量起) 
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Aualysis of Two-dimensional Cylinder Scattering Problems with 
Finite-difference Frequency-domain Method 
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    Abstract  The finite-difference frequency-domain method with multifrontal algorithm is presented 

for two-dimensional cylinder scattering problems. The Mur′s absorbing boundary conditions (ABCs) of 

the second order and the ABCs based on the concept of field average are applied at the terminating 

boundary mesh nodes. As the verification example, the scattering by an infinite cylinder of the perfect 

electric conductor is analyzed. CPU time is greatly reduced by using multifrontal method to solve the 

finite-difference equations. Numerical results demonstrate its accuracy and efficiency. 

    Key words  finite-difference frequency-domain method;  multifrontal method;  absorbing 

boundary condition;  electromagnetic scattering 

 

 


