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【摘要】研究一类新的集值拟变分包含，在实Hilbert空间中，利用预解算子技术，建立了集值拟变分包含、

预解方程和不动点问题间的等价性。利用该等价性，建立了新的迭代算法，得到了这种变分包含解的存在性

定理。该文提出的算法和结果推广和改进了近年来许多作者所作的算法和结果。 
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本文研究的一类新的集值拟变分包含：0∈N(w,y)+A(g(u),u)，它包含了以下的变分包含作为其

特殊情形：Noor中的变分包含[1]：<Tu,v−u>+ϕ (v,u)−ϕ (u,u)≥0；Noor中的变分包含[2]：0∈  N(w,y)+ 

A(g(u))；Ding中的变分不等式[3, 4]：<w−y,v−g(u)>≥ϕ(g(u),u)−ϕ (v,u)；Noor等的变分不等式[5]：

<N(w,y),v−g(u)> ≥φ(g(u))−φ (v)；Huang中的变分包含[6]：0∈ f(u)−p(u)+A(k(u),u)以及Huang中的变分

包含[7]：0∈ f(w)−p(y)+A(z)。 

    本文对研究的变分包含建立了一些新的算法，其算法和结果推广和改进了Noor中的算法和结

果，并将其作为特殊的情形。  

 

1  问题与引理 
    令H是实的Hilbert空间， >⋅⋅< , 和 |||| ⋅ 分别表示内积和范数，C(H)表示H的所有非空紧子集的族，

)(:, HCHVT → 是集值算子。假设 HHHA 2: →× 使得对任意固定的 HHxAHx 2:),(, →⋅∈ 是极大

单调算子且 φ≠⋅∩ ),()( xAgR 。 

    对给定的非线性算子 HHHN →×⋅⋅ :),( ，寻找 )(),(, uVyuTwHu ∈∈∈ 使得 
 )),((),(0 uugAywN +∈  (1) 

称式(1)为集值拟变分包含问题。 

    此外，考虑寻找 )(),(,, uVyuTwHux ∈∈∈ 使得 
 0),( 1 =+ − xFywN Aρ  (2) 

式中  0>ρ 是常数； AA RIF −= ，I是恒等算子，
),( uA

A JR ⋅= ρ  是预解算子。 称方程(2)是式(1)的预

解方程。 

     引理 1[8]  下面的结论等价： 

      1)  ),,( ywu ，其中 )(),(, uVyuTwHu ∈∈∈ 是问题(1)的解； 

      2) ),,( ywu 是下面的方程的解 

 )),()(()( ),( ywNugJug uA ρρ −= ⋅  (3) 

      3) ),,,( ywux 是预解方程(2)的解,其中 

 ),()( ywNugx ρ−=     )()( ),( xJug uA ⋅= ρ  (4) 
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2  主要结果 
    由引理1 ，可以建立下面的算法。 

    算法 1  令T，V:H→ C(H)， HHHA 2: →× 是集值算子， HHHN →×⋅⋅ :),( ， HHg →: 是单

值算子且为满射。对任意给定的 ,, 00 Hux ∈ 选择 )(),( 0000 uVyuTw ∈∈ ，令 
 ),()( 0001 ywNugx ρ−=  

由g的满射性知，可以选择 1u 使得 

 )()( 1
),(

1
0 xJug uA ⋅= ρ  

因为 )( 00 uTw ∈ ， )( 00 uVy ∈ ，由Nadler's定理知[9]，存在 )(),( 1111 uVyuTw ∈∈ 使得 

))(),((||||

))(),((|||

1010

1010

uVuVDyy

uTuTDww

−
−

 

令 ),()( 1112 ywNugx ρ−= ,由g的满射性知，可以选择 2u 使得 

)()( 2
),(

2
1 xJug uA ⋅= ρ  

继续此方法，可以得到序列 }{},{},{},{ nnnn ywux 使得 
),()(1 nnnn ywNugx ρ−=+  

)( nn uTw ∈ ： ))(),((|||| 11 ++− nnnn uTuTDww  

)( nn uVy ∈ ： ))(),((|||| 11 ++− nnnn uVuVDyy  

 )()( 1
),(

1 +
•

+ = n
uA

n xJug n
ρ     L,1,0=n  

    定理 1  令算子 ),( yxNx → 是α -强单调和 β -Lipschitz连续的，算子 ),( yxNy → 是ε -Lipschitz

连续 HHg →: 是σ-强单调和δ-Lipschitz连续2。假设 )(:, HCHVT → 分别是µ ，ς -D-Lipschitz连续，

其中 ςµεδσβα ,,,,,, 均未大于零的常数。 如果 

 2222

22222

2222

)2)((])1([)1(
ςεµβ

ςεµβεςα
ςεµβ
εςαρ

−
−−−−−<

−
−−− kkkk

 (5) 

 )2)(()1( 2222 kkk −−+−> ςεµβεςα  (6) 
 k−< 1ρες  (7) 

 τδσ ++−= 2212k  (8) 

 0,,,||||||)()(|| ),(),( >∈∀−− ⋅⋅ ττρρ HzyxyxzJzJ yAxA  (9) 

则存在 )(),(,, uVyuTwHux ∈∈∈ 是预解方程(2)的解，并且由算法1产生的序列 }{},{},{},{ nnnn ywux

分别强收敛于 ywux ,,, 。 

    证明  由算法1[10, 11]，有 
||)},(),({)()(|||||| 1111 −−−+ −−−=− nnnnnnnn ywNywNugugxx ρ  

                            +−−− −− ||))()((|| 11 nnnn uguguu  

                            +−−− −− ||)},(),({|| 11 nnnnnn ywNywNuu ρ  

                            .||),(),(|| 111 −−− − nnnn ywNywNρ  (10) 

因为 HHg →: 是σ -强单调和δ -Lipschitz 连续的，所以 

           
2

||))()((|| 11 −− −−− nnnn uguguu  

                >−−<−− −−− )()(,2|||| 11
2

1 nnnnnn uguguuuu 2
1 ||)()(|| −−+ nn ugug  

              2
1

22
1

22
1

2
1 ||||)21(||||||||2|||| −−−− −+−=−+−−− nnnnnnnn uuuuuuuu δσδσ  

即 

 ||||21||))()((|| 1
2

11 −−− −+−−−− nnnnnn uuuguguu δσ  (11) 

    因为算子 ),( yxNx → 是α -强单调和 β - Lipschitz连续 

≤ 

≤ 

≤ 

≤ 

≤ 

≤ 

≤ 

≤ 

≤ 
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2
11 ||)),(),((|| nnnnnn ywNywNuu −− −−− ρ ≤ 1

2
1 2|||| −− −<−− nnnn uuuu ρ  

             >− − ),(),( 1 nnnn ywNywN 2
1

2 ||),(),(|| nnnn ywNywN −−+ ρ ≤ 

                                    2
1

222 ||||)21( −−+− nn uuµβρρα  

即 

 ||)},(),({|| 11 nnnnnn ywNywNuu −− −−− ρ ≤ ||||21 1
222

−−+− nn uuµβρρα  (12) 

由算子 ),( yxNy → 是ε -Lipschitz连续性和V的ς -D-Lipschitz连续性，有 
 ||),(),(|| 111 −−− − nnnn ywNywN ≤ |||| 1−− nn yyε ≤ |||| 1−− nn uuες  (13) 

于是由式(10)~(13)，有 

 |||| 1 nn xx −+ ≤ ||||)2121( 1
2222

nn uu −++−++− +ρεςµβρραδσ  (14) 

    另外，由算法1有 

 ||)()())()((|||||| ),(
1

),(
111

1

n
uA

n
uA

nnnnnn xJxJuguguuuu nn −⋅
+

⋅
+++ −+−−−=− ρρ ≤ 

           ||)()(||||))()((|| 1
),(

1
),(

11
1

+
⋅

+
⋅

++
−−+−−− n

uA
n

uA
nnnn xJxJuguguu nn

ρρ + 

           ||)()(|| ),(
1

),( 11

n
uA

n
uA xJxJ nn −− ⋅

+
⋅ − ρρ ≤ ||||||||||||21 111

2
nnnnnn xxuuuu −+−+−+− +−+ τδσ  

即 

 |||| 1 nn uu −+ ≤
2

11

211

||||||||

δσ

τ

+−−

−+− +− nnnn xxuu
 (15) 

把式(14)代入式(15)得 
 

|||| 1 nn uu −+ ≤ |||| 1−− nn uuh  

其中 

 
2

2222

211

2121

δσ

ρεςµβρραδστ

+−−

++−++−+
=h  

由式(5)~(8)知， 10 << h ，所以， }{ nu 是H中的Cauchy序列，即存在 Hu ∈ 使得当 ∞→n ， uun →+1 。

又由式(14),序列 }{ nx 也是H中的Cauchy序列，即存在 Hx ∈ 使得当 ∞→n ， xxn →+1 。又因为 
|||| 1+− nn ww ≤ ))(),(( 1+nn uTuTD ≤ |||| 1+− nn uuµ  

 |||| 1+− nn yy ≤ ))(),(( 1+nn uVuVD ≤ |||| 1+− nn uuς  

    这表明 }{},{ nn yw 也是 H 中的 Cauchy序列，所以分别存在 Hyw ∈, 使得当 ∞→n ，

yyww nn →→ , 。下面证明 )(uTw∈ 。事实上， 
 ))(,( uTwd ≤ ))(,(|||| uTwdww nn +− ≤ )(0|||||||| ∞→→−+− nuuww nn µ  (16) 

其中 )}(||:inf{||))(,( uTaawuTwd ∈−= ，这表明 0))(,( =uTwd ，从而 )(uTw∈ 。同理可证

)(uVy ∈ 。因此， ),,,( ywux 是方程(2)的解。 

    由引理1知， ),,( ywu 也是集值拟变分包含式(1)的解。 

    注：1) 如果 HHTTuywN →= :,),( 是单值算子， }{:, +∞∪→×∂= RHHA φφ 是真，凸，下

半连续泛函， Ig = ，则定理1退化为文献[1]中的定理3.1； 

    2) 如果 ,,),(),( HyxxAyxA ∈∀=  则定理1退化为文献[2]中的定理3.2。 
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Existence Theory for A Kind of Generalized Nonlinear Set-valued 
Quasi-Variational Inclusionsand Resolvent Equations in Banach Spaces 
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Abstract  This paper studied a new set-valued quasi-variational inclusions. By using the properties 

of m -accretive, the equivalence between the generalized nonlinear set-valued quasi-variational 

inclusions, the resolvent equations, and the fixed-point problem in Banach spaces are established. Using 

the equivalence, some iterative algorithms for a new class of generalized nonlinear set-valued 

quasi-variational inclusions and related optimization problems is developed. The algorithms and results 

improve and generalize many known corresponding algorithms and results in resent years. 

    Key words  quasi-variational inclusions； set-valued mappings； iterative algorithms； resolvent 

quations 

 


