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广义Haar子波* 
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摘要  研究了最简单的规范正交子波 — — Haar子波的简单广义化问题 首先提出尺度系数函数新概念

并引进时移因子 将Haar子波进行拓展而得到一类新的规范正交子波 广义Haar子波 从理论上论证这种简

单广义化方法的合理性与广义Haar子波的一些基本性质 给出了广义子波系在时域和频域的闭式表达  

关  键  词  尺度系数函数;  时移因子;  广义Hilbert变换 
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Haar函数系 )(H tφ 和 )(H tψ 目前被称为Haar子波 是早期人们发现的第一个最简单的规范正

交子波原型 由于具有许多特殊性质而使得它在子波理论研究和工程应用中具有重要的地位  

Haar子波在时域和频域均具有简明的闭式表达 
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式中  χ 为特征函数 xxx )sin()(sinc = ) Haar子波的另一个特点是具有良好的时间局域化特征

存在最简单的双尺度关系 )12()2()(),12()2()( HHHHHH −−=−+= tttttt φφψφφφ  

本文提出一种简单广义化Haar子波系的方法 从理论上论证了该方法的合理性 给出了广义

Haar子波系的闭式表达形式  

1  Haar尺度系数函数与Haar子波的简单广义化 

Haar尺度函数 )(H tφ 完全由Haar滤波函数 
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的系数 ]2/1,2/1[],[: 10H =hhh 所确定 由Haar尺度系数hH可以构造出一个光滑函数 
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其Fourier变换为 

)()()(ˆ
H],[H ωωχω Hh −=                (4) 

本文称hH(t)为Haar尺度系数函数 其波形如1图所示 分析hH(t)可知

hH正好是hH(t)的整数点位的抽样值 即 

           Zh ∈
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图1  Haar尺度系数函数hH(t ) 
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由式(4)给出的 )(ˆ
H ωh 是紧支的 支撑区间为 ],[)}(ˆsupp{ H −=ωh 且有 0)(ˆ

H =±h 因此根据

Shannon抽样定理 以抽样步距∆ 1对Haar尺度系数函数hH(t)的非整数点位抽样得到的新序列 

ZRh ∈∈−=−∆= kkhkhhk ,)())((: HH,H ττττ                   (6) 

也能完全重构列 )(H th  

式(6)中的参变量τ 本文称为时移因子 显然当 Z∈= ll,τ 时 新序列 lH,h 除有 l 位平移外 与

Haar尺度系数序列hH是一致的 这些新序列 τH,h 与原序列hH具有相同的幅度谱 )()( H,H ωωτ HH =  

( )2/cos ω= , R∈τ 从而 τH,h 必定继承hH的许多基本性质 因此本文称新序列 Rh ∈ττ ,H, 为广义

Haar尺度系数序列(显然有hH = hH, 0) 对应的尺度函数 )(,H tτφ 和子波 )(,H tτψ 则称为广义Haar系  

对于非整数的时移因子 ),( Z∈≠ llτ 新序列 τH,h 虽然不是紧支的 但却是速降 由式(3)知

式 (6) 所确定的序列系数 ))1/(1(|| 2kOhk += 因此对应的尺度函数 )(,H tτφ 也是速降的 当

4/1,8/1,16/1=τ 和1/2时 相应的广义Haar子波系时域波形如图2所示  

2  理论分析 

定理 1  广义Haar尺度系数序列 τ,Hh 对应的滤波函数为 
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式中  sgn( )为符号函数 int( )为取整函数  

证明  因为 )iexp()(ˆ)( HH τωωτ −⇔− hth , )()()(ˆ
H],[H ωωχω Hh −= ,而 )(ωH 是 −2 周期的 则 
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证毕 

根据定理1立即可得 由式(3) (6)所确定的广义Haar尺度系数序列 τ,Hh 具有如下性质  

性质1  (能量)规范性  ∑ ∈
==
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图 2  广义 Haar 子波系(图中虚线为 Haar 子波系) 
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性质2  正则性  ∑ ∈
==−

Zk k
k Hh 0)()1( τ  

性质3  正交性  1)()()()(
2

H

2

H

2

H,

2

H, =++=++ ωωωω ττ HHHH  

这表明新序列 τ,Hh 继承了原序列 Hh 的基本特性 即 Rh ∈ττ ,H, 均是规范正交的和正则的  

定理 2  广义Haar的子波系 )(H, tτφ 和 )(H, tτψ 的频谱为 
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证明   根据多分辨分析理论 将式 ( 7 ) 代入 ∏∞

=
=
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jH ωωφ ττ 即有 =)(ˆ
,H ωφ τ   

))(iexp()(Ĥ ωθωφ τ 式中尺度相位函数 ( )[ ]∑∞

=
++−=

1
ð2ð2  int)sgn(2ð)(

j

jωωτωτωθτ 其曲线

如图3a所示 因此 )(ωθτ 又可等价表示为 ( )ð2intð2)( ωτωτωθ τ +−=                     证毕 

将 式 ( 7 ) 和 式 ( 8 a ) 代 入 ( ) [ ] ( )2/ˆð)2/(2/iexp)(ˆ H,
*

,HH, ωφωωωψ τττ +−−= H 有 =)(ˆ ωψτ  

[ ] ( ) [ ])(iexp)(ˆ))(iexp(2/ˆð)2/()2/iexp( HHH ωξωψωξωφωω ττ =+−− ∗H 式中子波相位函数 =)(ωξ τ  
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τωξ τ 其曲线如图3b所示 因此 )(ωξτ 可等价

表示为 )sgn()( ωτωξ τ −=                                                         证毕 

定理2表明 时移因子τ 对原始Haar子波基 )(H tφ 和 )(H tψ 的作用仅仅改变其相位  

对原始的Haar子波 )(H tψ 来说 式(8b)在时域的等价形式为 

[ ] )()()()( HH,H tttt ττ βψψψ ∗== Ξ                             (9) 

式中  Ξ 为子波相位算子 表示与函数 )(tτβ 的卷积运算 函数 )(tτβ 的Fourier变换为 

R∈−== ωωττωξωβ ττ   )sgn()ðsin(i)ðcos())(iexp()(ˆ  

从而函数 τβ 在时域的表达式为 

)()]sin([)()cos()( ttt τδτβ τ +=                            (10) 

将式(10)代入式(9)得 

[ ] )()sin()()cos()()( HHHH, tttt ψτψτψψ τ
(

+=Ξ=                     (11) 

式中  )(H tψ( 表示 )(H tψ 的Hilbert变换 即有 
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这 正 好 对 应 于 5.0=τ 时的情形 此时有 ⇔−= )sgn(i)(ˆ
5.0 ωωβ tt ð1)(5.0 =β 其 相 位

)sgn(2/ð)(5.0 ωωξ −= 而对于一般的 R∈τ 函数 )(tτβ 所对应的相位函数为 )sgn()( ωτωξ τ −=

因此式(9)的卷积运算可看成是Hilbert变换的推广 Ξ 可称为广义Hilbert变换算子  

尺度相位函数 )(ωθτ 可分解成 
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式中  相位函数 )(ωζτ 曲线如图3c所示 它是一个 −2 周期的锯子波 对应的时域函数为 
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因而式(8a)在时域的等价形式为 
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)()]()sin()()[cos()( HHH, tttt ττ αφτφτφ ∗+=
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式中  )(H tφ
(

表示Haar尺度函数 )(H tφ 的Hilbert变换 即有 
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由式(1) (12)和式(16)画出Haar子波系 )(H tφ 和 )(H tψ Hilbert变换 )(H tφ
(

和 )(H tψ( 的时域波形如图4

所示  

式(14) (16)表明 广义Haar尺度函数 )(H, tτφ 是 )(H tφ 和 )(H tφ
(

的线性组合 而式(11)则表明广义

Haar子波 )(H, tτψ 是 )(H tψ 和 )(H tψ( 的线性组合 由此很容易地得出如下定理  

定理 3  对所有的时移因子 R∈τ ,广义Haar子波系 )(H, tτφ 和 )(H, tτψ 均具有相同的时域局域化特

征(即时域能量标准方差)  
式(11) (12)和式(15) (16)分别给出了 )(H, tτφ 和 )(H, tτψ 的时域闭式表达 由此可知 对于非整

数的 Z∈≠ ll,τ )(H, tτφ 和 )(H, tτψ 均是无界的 而从双尺度方程迭代生成 )(H, tτφ 的角度来看 应有

)()(lim HH,0
tt φφ ττ

=
→

即 )(H, tτφ 随τ 的变化应是渐变的 当 0→τ 时 )(H, tτφ 是有界的  

3  结 束 语 

广义Haar子波系是Haar子波系的拓展 它们是通过一个新的参变量–––时移因子τ∈R作用于Haar

尺度系数函数 )(H th 后 再对其整数点位进行抽样得到的序列 τH,h 而构造出来的 即Haar子波是τ为
整数时的情形 广义Haar子波是τ为实数时的情形  

广义Haar子波系是以Haar子波系为基础构造出来的 因此它们继承了(原始)Haar子波系的许多

优点 比如 正则阶 标准正交性 时 频局域化特征等 同时除对称的Haar子波系以外 当τ为
半整数时 还得到一新的对称基  
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图 3  相位函数曲线图 图 4  Haar 子波系及其 Hilbert 变换 



    第 1 期                               袁  晓 等:  广义 Haar 子波 23 

The Generalized Haar Wavelet 
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Abstract   The simple generalizing topic of the Haar wavelet is investigated in this paper. Firstly, 

an new concept called as the scaling coefficient function is presented and then introducing the time shift 

factor into the scaling coefficient function, the Haar wavelet is extended to the generalized Haar wavelets 

which an novel class of orthonormal wavelet. Secondly, the rationality of the simple generalizing method 

of the orthonormal wavelet, which presented in this paper, is studied theoretically and some properties of 

the generalized Haar wavelet are discussed. Finally, the closed form expression of the generalized Haar 

wavelet is given in both the time domain and the frequency domain. 

Key words  scaling coefficient function;  time-shift factor;  generalized Hilbert transformation 

 

(上接第18页) 

 

A Design of Hybrid Optical Fiber Amplifier 
 

Xue Fei    Qiu Kun    Zhang Hongbin 

(Institute of Communication and Information Engineering, UEST of China  Chengdu  610054) 

 
Abstract  The paper studies the characteristics of EDFA and RFA in detail on the base of emulation 

experiments using PTDS, which is a simulation platform for optical transmission system emulation. A 

1dB-gain-flatness-bandwidth reaching 3.75 THz, 3dB-bandwidth reaching 4.25 THz and OSNR at 193.1 

THz reaching 38.5 dB hybrid amplifier comprised of a distributed Raman amplifier and an EDFA has been 

achieved and is applied in a 4-channel DWDM communications system. After 230 km transmission, the 

output signals are excellent. The output OSNR reaches 33.14 dB, the output power reaches 4 µW and the 

BER reaches 3.8 10-10. 

Key words  wavelength division multiplexing;  optical amplifier;  EDFA;  fiber Raman 

amplifier;  stimulated Raman Scattering;  gain spectrum 

 

 

 

 

 

 


