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【摘要】提高神经网络模型推广能力的关键是控制模型的复杂度。该文探索了贝叶斯神经网络的非参数

回归的建模方法，通过融入模型参数的先验知识，在给定数据样本及模型假设下进行后验概率的贝叶斯推理，

使用马尔可夫链蒙特卡罗算法来优化模型控制参数，实现了对神经网络模型中不同部分复杂度的控制，获得

了模型参数的后验分布及预测分布。在 5个含噪二维函数回归问题上的应用显示了模型的复杂度能根据数据的

复杂度而自适应调整，并给出了较好的预测结果。 
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Abstract  With neural networks, the main difficult in improving the model generalization capability 

is controlling the complexity of the model. This paper investigates a Bayesian neural network learning for 

nonparametric regression. Prior knowledge about the model parameters can be incorporated within 

Bayesian inference and combined with training data to control complexity of different parts of the model. 

A Markov chain Monte Carlo algorithm is used to optimize model control parameters and obtain the 

predictive distribution. We show that the complexity of the models adapts to the complexity of the data 

and produces good results on five noisy test functions in two dimension. The performance and advantage 

of this approach are compared with conventional neural network methods. 
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越来越多的研究表明，若不对神经网络的复杂度进行控制，结果将不可避免地出现过拟合而降

低网络的推广(泛化)能力。目前有很多克服神经网络训练过拟合的方法，有效地通过加入一个或多

个惩罚复杂函数的正则化器来改变目标函数的正则化，如权衰减法[1]，正则化器为 wEα ，α为权衰

减率或正则化常数， wE 为模型权向量内各分量的平方和。当使用这样一个正则化器时，克服过拟

合问题就转化为对该函数复杂性起控制作用的超参数α的设定问题。若α值太大，对复杂函数惩罚

过度而使内插太平滑导致忽略数据内的本质结构；若 α值太小，则失去对模型参数的控制作用而自

然就会出现过拟合，两者结果都将给出较差的网络推广能力。在训练过程中如何合理而有效地控制

超参数α值是亟待解决的难题。 
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贝叶斯神经网络为解决α值问题提供了新思路和新方法。在贝叶斯分析框架下将模型参数视为

不确定性量，使用显式的概率分布假设进入到模型中并加以分析和推断，对未知变量的先验知识通

过先验分布来定量表述。它将数据的误差解释为一个似然函数定义，而正则化器可对应于在网络权

上的先验概率分布，贝叶斯神经网络是通过融入先验分布的假设由给定的观测数据来调整寻找出权

变量后验概率分布，网络预测就是基于后验分布的贝叶斯推理。由于神经网络的模型复杂度在贝叶

斯框架中可以很自然地加以显式表达和控制，通过定义一些超参数的模糊先验来控制模型参数复杂

性的未知程度，再进一步通过对模型参数的分组，及在各权组上使用不同的公共超参数，允许模型

在不同的部分具有不同的复杂度。目前对参数、超参数控制和贝叶斯推理近似方法主要有两种，一

种是MacKay的基于经验贝叶斯的高斯近似法[2]，另一种是Neal的基于马尔可夫链蒙特卡罗MCMC

的全贝叶斯方法[3]。后者用蒙特卡罗模拟来从参数和超参数的联合概率分布中采样，马尔可夫链可

被看成是后验平衡分布中的样本。本文探索了贝叶斯神经网络用于非参数回归上的实现方法，得到

了模拟实验结果。 

1  贝叶斯神经网络 

考虑一个回归问题，由数据 N
iii tD 1},{ == x 进行x~t的映射和回归。xi为第i个样本向量，ti为第i个

学习样本期望输出值。使用带有加性噪声ε的确定性函数将目标与输入联系起来： ε+= )(xft ，其中ε
为高斯分布 ),0( 2

tN σ 的噪声。给定新输入样本x的期望t的概率密度为 
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当给定了依赖于新的输入x及模型权W集有输出y(x;W)值的神经网络模型来进行回归时，其参数积分

为 

         ∫= WWWxx d)|(),|(),|( DPyPDyP                         (2) 

式中  P(W｜D)为权参数后验分布。令P(W)为在获得任何训练数据之前对网络权参数W的先验分

布，则定义一个正则化器为 

         )(ln)( WW PR −=                                 (3) 

应用贝叶斯规则及式(2)、(3)得 

    const)()(const)(ln)|(ln)|(ln +−−=++= WWWWW REPDPDP             (4) 

式中const代表常数。定义贝叶斯神经网络回归模型的总误差函数为 )()()( WWW REU += ，由式(4)

得 
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式中  Z是一个归一化常数。将式(5)代入式(2)得 
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由此，网络预测就变成了对式(6)的计算，但式(6)无法直接解析求解，这里求助于一些数值积分近

似法，如马尔可夫链蒙特卡罗法(MCMC)。假设马尔可夫链满足遍历性，则由该链上的大量采样所

达到的稳定分布就可代表式(5)的后验概率分布。用结果马尔可夫链上的样本序列｛Wt｝，对式(6)积

分的近似计算式为 
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式中  n0为被舍弃的一些初始马尔可夫链以保证收敛性；ns为来自平衡后验分布的权向量样本数。 

对模型自由度控制的先验知识定量地体现在权参数分布P(W)中。将W参数放置一个模糊收缩均
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值为0的高斯先验： ),0(~)( αNP W 。这里α是正态分布中的精度(方差的倒数)，称为超参数。较大

的α值导致整个或权组内权幅度的较小变化，其作用类似于权衰减法中的权值惩罚系数。超参数也

存在一些不可忽视的不确定性，可使用更高一级的先验分布(超先验)来控制超参数α的取值。设超

参数服从的共轭超先验为倒Gamma分布： ),(_~)( 0 αναα gammaInvP ， 0α 和 αν 为给定的参数。由

于引入了未知超参数α，因此需在式(5)、(6)中将α显式地表示出来。 

2  马尔可夫链蒙特卡罗模拟 

MCMC法可被用于对式(6)的积分近似。马尔可夫链模拟过程是通过产生一个样本{W1,W2,⋯, 

Wn}链，而成员是来自与条件概率P(W|α ,D)成直接比例的采样，n就为链长(n＝n0＋ns)。设给定了

迭代步t的当前状态Wt，从一个关于Wt的对称分布中获得一个新的候选状态W
~

,若 )()
~
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果由选择的一系列{Wt}样本组成了一个马尔可夫链。Metropolis算法缺点是以缓慢的随机行走方式

进行{Wt}空间的探索，连续的采样间存在高度的相关，使达到平衡分布的时间会很长，在此使用了

Duane的混合蒙特卡罗(HMC)法来加快收敛速度[4]。它综合了Metropolis－Hastings算法与一个动力系

统的模拟，利用了梯度信息而避免随机行走。从后验分布P(W, α |D)＝P(α|D)P(W|α ,D)采样遵循

二步法，第一步固定超参数α，用混合蒙特卡罗法来对网络权的后验分布采样；第二步改变超参数

α，从后验分布P(α |W,D)中获得一个样本，这个二步法过程就执行了一个块吉布斯(Gibbs)采样[3,4]。 

3  在二维函数回归上的应用 

将MCMC的贝叶斯神经网络法应用于5个含噪函数的回归，其名称和形式如下[5] 

1) 简单互作用函数(Sif) 
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2) 径向函数(Rad) 
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3) 调和函数(Harm) 
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4) 加性函数(Cadd) 
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5) 复杂互作用函数(Cif) 
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形成5个函数的225个含噪声训练数据及10 000个检验用数据的方法同文献[5]。预测误差测度时

使用FVU(Fraction of Variance Unexplained)值定义为 
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式中  N为样本个数；xi为输入的样本向量，t(xi)为期望函数值，y(xi)为网络实际输出值， t 是期望

输出的均值。所有的MCMC模拟都是先在准平衡阶段运行50～100个迭代步，接着进行400～800个

迭代步较长时间的采样阶段，取最后200个迭代步ns＝200上的链样本作为最终预测式(7)的模型。网

络隐层单元为tanh传输函数，输出单元为线性函数。为了控制模型不同部分的复杂度，将模型参数

分为4个权组，分别为输入－隐层、隐层单元阈值、隐层－输出层、输出层单元阈值。每个权组服
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从均值为0、精度为 gα (g＝1,⋯,4)的高斯先验分布，而超参数 gα 由一个模糊Gamma先验分布控制，

取该模糊先验分布的形状参数 0α ＝0.5，均值 αν ＝0.05。对225个有噪声样本的训练及预测结果如表

1所示。FVU训练误差上5个函数具有相似的均值和较小的标准偏差说明各自模拟的马尔可夫链达到

了稳定状态，得到的预测分布是收敛的平衡分布。 

表1  5个函数的含噪声训练样本的学习和预测结果 

函数 网络结构 FVU训练误差均值 FVU训练误差标准偏差 FVU预测误差均值 FVU预测误差标准偏差 

Sif 2-10-1 0.062 6 0.005 6 0.001 96 0.000 07 

Cif 2-10-1 0.056 7 0.005 7 0.025 58 0.000 61 

Rad 2-10-1 0.050 9 0.005 1 0.009 06 0.000 39 

Cadd 2-10-1 0.053 5 0.006 7 0.017 08 0.000 24 

Harm 2-10-1 0.050 5 0.004 8 0.013 09 0.000 34 

为了显示预测分布的预测推广能力，本文与用其他算法的预测结果进行了对比，其比值如表2

所示。表中GNBP为批训练高斯-牛顿算法[5]，PPL为投影寻踪学习算法[5]，SMART为自动平滑样条

投影寻踪回归算法，Reg.JNN为正则化Jacobian网络学习算法。可见在预测误差上，对于Sif、Cadd、

Cif三个非线性函数，本文方法已获得了最小的预测误差。对于另两个函数，本文的结果亦有小的预

测误差，体现出贝叶斯神经网络较好的预测推广性能。 

表2  在独立检验集上5个函数的检验误差FVU值表 

算法 Sif Rad Harm Cadd Cif 

GNBP 0.017 00 0.026 0 0.210 0 0.019 0.070 

PPL 0.007 67 0.032 7 0.091 0 0.007 0.031 

SMART 0.018 00 0.016 0 0.160 0 0.008 0.049 

Reg.JNN 0.011 00 0.008 0 0.024 0 0.053 0.061 

本文方法 0.001 96 0.009 1 0.013 1 0.017 0.026 
 

4  结  论 

贝叶斯推理的神经网络方法以一种完全不同于常规神经网络学习和预测方式，利用网络模型参

数的先验知识和所获得的样本数据信息，得到网络参数的后验分布，并对后验分布进行预测。将网

络模型复杂度的不确定性以超参数变量的形式和显式的概率分布融入到贝叶斯模型中，且能根据实

际样本数据的特性自动加以调整模型参数的分布，达到了控制模型复杂度的效果，有关函数回归问

题有待作进一步研究与探讨。 
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