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连续时延神经网络的Hopf分岔现象研究 
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(电子科技大学光电信息学院  成都  610054) 

 

【摘要】讨论了带连续时延神经网络的Hopf分岔现象。对于强核和弱核的情况，利用平均时延作为分岔

参数，证明了模型经历了Hopf分岔过程。在带弱核的神经网络模型中，得到了分岔周期解稳定性准则。给出

了一些数值例子，通过计算机仿真验证了所得结论的正确性。 
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Abstract  In this paper, we study the Hopf bifurcation phenomena of a neural network with a 

continuous time delay. Using the average time delay as bifurcation parameter, we have proved that the 

model undergoes a sequence of Hopf bifurcations in both the strong kernel and weak kernel cases. 

Stability criteria for the bifurcating periodic solutions are derived in the neural network with weak kernel. 

Some numerical examples and the computer simulation results are also presented to justify the theoretical 

results. 
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神经网络是一个非常复杂的动力学系统，系统可能出现稳定、不稳定、振荡和混沌行为，文献

[1～10]讨论了稳定性和振荡现象。在神经网络中时延对系统有相当大的影响，一些非静态现象，如

不稳定性与周期波动也可能出现在带时延的神经网络中[5~10]。文献[5]讨论了离散时延神经网络的动

态性质，文献[6～10]利用Lyapunov函数获得了带离散时延神经网络渐近稳定性的充分条件。本文讨

论一个带连续时延神经网络模型的分岔现象。对于强核和弱核，利用平均时延作为分岔参数，证明

出现了Hopf分岔，即当分岔参数通过某一临界值时，一族周期解从平衡点分岔。通常，确定时延系

统分岔周期解的稳定性非常困难[11]。在带弱核的神经模型中，用文献[12]的算法，得到了判定分岔

周期解稳定性的准则，并用计算机模拟说明所得结果的正确性。 

1  连续时延神经网络模型与Hopf分岔的存在性 

记x(t)为一个神经元激活水平，神经元能通过动态阈值来调节自激活并依赖于其以前的激活。

研究如下神经网络模型[6] 
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式中  a、b、c均为非负数；权函数 )(sF 是定义在 ],0[ ∞ 上的非负有界函数，它描述了以往结果对当

前动态性质的影响。讨论如下弱核 
ssF αα −= e)(    0>α                               (2) 

利用文献[6]的结果，假设 ba, 使 

0>a     b≥0    1)1( <− ba                            (3) 

所以系统(1)有唯一平衡点 0)0( ≡y 。将式(1)Taylor展开，有 
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线性化系统的特征方程为 
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如果 )(sF 是弱核，即 0,e)( >= − αα αssF ，则式(5)变为二阶代数方程 

[ ] 0)1(1)1(2 =−−++−+ baa αλαλ                          (6) 

定义 [ ] 0)1(1)(,1)( 2211 >−−==+−== babbabb αααα 。 

如果 0)(1 >αb ，即 1−> aα ，且 1>a ，则由Routh-Hurwitz准则，平衡点 0* =y 是局部渐近稳定

的，如果 

 10 −= aα     1>a                                 (7) 

则 0)( 01 =αb ，并且特征方程有一对纯虚根 02,1 iωλ ±= ，这里 )(2 αω b−= ，容易计算 
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因此，上面的分析可概括为： 

定理1  如果 1>a 且 1−> aα ，则系统(1)的平衡点 0* =y 是局部渐近稳定的。如果满足式(8)，

那么当α通过临界值 0α 时，在平衡点 0* =y 有Hopf分岔 

2  分岔周期解的稳定性 

假设核是弱核，即 0,e)( >= − αα α ssF 。先将系统(1)变为算子方程 
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式中  )0,(),( −∞∈+= θθtyyt ,且算子A和F定义为 
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注意到算子A依赖于分岔参数 0α ，由定理1，当α通过 0α 时出现Hopf分岔。令 

0ααµ −=                                         (12) 

则 0=µ 时出现Hopf分岔。A的伴随算子定义为 
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式中  LT和KT是矩阵L和K的转置，注意到A和 *A 可能有复特征向量，因而设 2),0(, c→+∞ϕφ ，定义

双线性形式 
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为了确定算子A的Poincare规范形式，需要计算A属于特征值 0iω 的特征向量q和 *A 属于特征值

0iω− 的特征向量 *q ，即 
 θωθ <∞−=         )iexp()( 0q ≤0                          (15) 

  )iexp()( 0
* sDs ω=q     0≤S<+∞                         (16) 
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利用文献[15]中的相当记号，先构造在 ( )00 ααµ == 处的中心流形Φ，设 

( ) tyqtZ ,*=                                  (18) 

( ) ( ) ( ){ }θθ qtZytw t Re2, −=                            (19) 

在中心流形Φ， ( ) ( )θθ ),(),(, tZtZwtw = ，这里 
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式中  Z和 Z 是中心流形Φ在方向 qq 和* 上的局部坐标，如果 ty 为实，则w也为实。 

对于系统(9)的解 Φ∈ty ，因为 0=µ        
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式中 
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在中心流形上将 ( )ZZg , 展开为Z和 Z 的幂级数 
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F的分量是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )θωθωθθθ 00 iexpiexp −++=++ ZZwqZZqw                  (24) 
因此 

( ) ( ){ }( )




=
<<∞−

=+
0          

0          0
Re2

0 θ
θ

θ
f

qtZWF  

这里 

( ) ( )∫ ∞−

−+++++−=
03

0 dee)(exp
3

)0(
3

00 sZZsw
ab

ZZw
a

f sisi ωωα  
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参数C1、 2µ 、β 为 
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定理2  在定理1中描述的Hopf分岔方向是由 2µ 的符号决定，如果 ( )00 22 <> µµ ，则对

( )00 αααα <> ，分岔周期解存在；如果 ( )00 22 >< ββ ，则周期解是稳定的。 

3  数值例子 

对于弱核情形，不同a,b时所得的各个参数值如表1所示。 

表1  不同a，b时的参数值 

a b α0 ω0 D  Reλ(α0) C1(0) µ2 β2 

2.00 1.00 1.00 1.000 0.5－i0.5 －0.5 －1   －2.000   －2.000 

4.00 1.25 3.00 2.449 －1.103 7－i2.241 －0.5 －67.769 3+i74.161 4 －131.540 －131.540 

1.75 0.93 0.75 0.918   1.421 7－i0.533 －0.5  －1.950 6－i0.455 2   －3.901   －3.901 

1.25 1.75 0.25 0.696   1.720 3－i0.328 －0.5  －1.847 5－i0.338 3   －3.694   －3.694 

为了模拟系统(1)，取 2=a ， 1=b ，当 1>a 时计算证明平衡点 0* =y 是稳定的，计算机模拟如

图1和图2所示，此时 1.1=α 。当α通过临界值 10 =α , 0* =y 失去它的稳定性并且出现Hopf分岔。

因为 02 <β ，故周期解是稳定的，其波形图和相图如图3和图4所示。 
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               图1  a=2, b=1, α=1.1时的波形图                    图2  a=2, b=1, α=1.1时的相图 
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                图3   a=2, b=1, α=0.9时的波形图                   图4  a=2, b=1, α=0.9时的相图        
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4  结 束 语 

本文研究了带连续时延神经网络模型的动态现象，利用平均时延作为分岔参数，证明了当这个

参数通过临界值时出现Hopf分岔，且详细研究了分岔周期解的稳定性。对于网络其他的动态行为，

如倍周期、混沌现象等，有待作进一步深入研究。 
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