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关于单模可微平顶函数λP的唯一性 

王伟钧*1    陈  琳2 
(1. 海通证券有限公司  成都  610015;  2. 成都电子机械高等专科学校  成都  610031) 

 

【摘要】讨论了单模动力系统中，可微平顶函数及任何MSS序列P，存在某一依赖于该序列的特征参数具

有唯一性。得出了梯形函数在区间(0, 0.382 9⋯)上对应于序列P的特征参数的唯一性及序列P大于周期三的特

征参数的唯一性，从而在梯形函数的特殊情况下，单模可微平顶函数λP具有的唯一性。 
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Uniqueness of λP for Unimodal Differentiable Flat-top Functions 
 

Wang Weijun1    Chen Lin2 

(1. Haitong Securities Corp.,Ltd.  Chengdu  610015;  2. Chengdu Electromechanical College  Chengdu  610031) 

 

Abstract  Iterations of continuous self maps on the interval are the most simple model, 

which arise some interesting mathmatics structures, in dynamical systems. These systems depend 

on a characteristic parameter controlled with experiment. The paper discusses the contents of 

unimodal dynamical systems, proving the uniqueness of Pλ  and then one between 0 and 0.382 

9 as unimodal differentiable flat-top functions for any MSS sequence P. It draws a conlusion 

from the uniqueness of P>RL, and therefore one of P>RL 2  in special circumstances for 

trapezoid functions. 
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1  问题的提出 

文献[1]讨论了单模系统的内容，主要涉及到以下问题：设P是长为K的转移——极大序列[1]，

]1 ,0[),(],1 ,0[]1 ,0[: 1 ∈=→ + λλ nn xFxF 。若 Pλλ = 时，
2
1
的符号序列是 KPPPP L21= 。 
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本文讨论对于F , Pλ 的唯一性。 
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文献[2]指出：一阶差分方程出现在生物、经济与社会等许多领域，其方程既简单又完全确定，

还能呈现动力学性态系统(倍周期序列、丰富的动力学性态谱等[3])。某些涉及到轨道的细微结构数

学形态；另一些则与实际含意及应用有关。理论与实际分析要求在自然界或计算机中频繁出现“混

沌”现象的动力系统。如：Lorenz模型、描述化学反应的模型、生物、生态系统、政治、社会学模

型等。许多实验表明，具有内在规律性的一般现象呈现出“混沌”状态。近年来，各个领域，尤其

是物理学，函数迭代的研究已成为热点。在物理中，双稳定光学装置、化学反应、气体计数器等系

统存在倍周期现象。区间上的连续自映射的迭代是动力系统中最简单的模型，若系统还依赖一个实

验控制的特征参数，关于映射的轨道结构对于参数的依赖性、非周期性等问题已有研 

究 ]4[ 。因而研究 Pλ 的唯一性十分有用。关于梯形函数和 )1(4 xx − 的存在性及唯一性已解决[5]。 

2  唯一性定理 

引理  若e ∈(0,
2
1

)，则方程 4λ − 3λ + 2e λ −
2

3e
=0 在(

2
1

, 1)上存在唯一的实根。设此实根为 e
RLRλ ，

则 










∈
+++

∈
++−

=

)1,
4

2
(    

4

181

)
4

2
,0(    

4

181

2

1

e
Ay

e
Ay

e
RLRλ                        (1) 

式中  y =
2

213 ee −












++−++− 33

27
2

432
11

4
1

27
2

432
11

4
1 ee

 

      1A =(1− 18 +y ) 2 −16(y−
18

2

+

+

y

ey
)      2A =(1 + 18 +y ) 2 −16(y +

18

2

+

+

y

ey
) 

定理 1  设 )(xF 为单模可微平顶函数，倘若0＜e ＜0.382 9⋯，且 

)(xF ′ ≥ )(eS = 2)(

1
e
RLR

e
RLR

λ
λ+

    x ∈ )1 ,1() ,0( ee −∪  

式中  e
RLRλ 满足式(1)。则对于任一MSS 序列 P ，若 Pλ 存在，则唯一。 

证明  本定理分以下两步分析： 

1) RP = ，结论成立。 
2) RP > ，令 a  =

)1,1(),0(
inf

eex −∪∈
)(xF ′ ，从文献[1](6.5)式知 

)(λPg ′ <
)1(

1

−λλ a
 

在 )(xF 为梯形函数时，可证明：当 ] ,
2
1

[ e
RLRλλ ∈ 时，没有大于 R的MSS 序列与其对应，而 e

RLRλ 是以

e 为参数的梯形函数对应于RLR 的λ 值，因而 e
RLRλ 满足方程  

4λ − 3λ + λ2e −
2

3e
 = 0                                (2) 

由引理得知 e
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[∈ 的实根为 0x =0.839 2⋯。又

当 x ]1 ,
2
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[∈ 时， 0225.74)( 23
1 >−++=′ xxxxS 。因此 )(1 xS 为 x ]1 ,
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[∈ 的增函数。于是由式(4)及

]1 ,
2
1

[∈e
RLRλ 得， RLRλ ≥0.839 2⋯。当 =λ 0.839 2⋯时，求出 0),( =λeh 的根e =0.382 9⋯。 

对于方程 ),( λeh = 4λ − 3λ +e 2 λ −
2

2e
=0，如果λ ≥0.839 2⋯，则e ≤0.382 9⋯，反之亦然。事实

上，当 λ ≥0.839 2⋯时，
λ

λ
∂

∂ ),(eh
=4 223 3 e+− λλ >0, 即 ),( λeh 关于λ 单调增；另一方面， ),( λeh 为e

的减函数。因此，当 ∈λ [ 1 ,e
RLRλ ]时， )(λPg ′ <1，又 ,1)1( =Pg 从而，方程 λλ =′ )(Pg 至多有1个实根。 

推论  若 )(xF 为梯形函数，且0< e <0.382 9⋯，则对于任一MSS 序列 P， Pλ 是唯一存在的。 

现在证明有关 Pλ ( )
2
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 ,0(, ∈> eRLP )唯一性的一个定理。设 e
RLe λλ = ，其中 e

RLλ 是关于参数e 的梯

形函数对应于RL的λ 值。则 e
RLλ 为方程 
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在( 1 ,
2
1

)的1个实根。 

定理  2  设 F 是单模可微平顶函数。对于任何 RLP > 及 
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 ,0e ， Pλ 是唯一的，只要

)(eUa > ，其中 )(eU 为多项式 ),( xey = ( ) ( ) 122234 −+−++− exeexex eeee λλλλ 的最大零根。对于参数

∈e (0，0.486⋯)的梯形函数， ),(
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eU
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a >= 因此定理对梯形函数为真。 

证明  对于任何 RLP > (设 P长度为 n )。 P中前三个符号一定为 2RL 。根据文献[1]引理6.1， 

0≤ )(λkJ ≤1。首先证明 Pλ ≥ eλ 。假设 Pλ ≥ eλ 不成立，则存在 RP > ，使 eP λλ < 。由文献[1]定理

5.2，存在一个 ,RLλ 满足 PRLR λλλ << 。这意味着 eRL λλ < ，与文献[1]定理8.2.4矛盾。因此 Pλ ≥ eλ 。

由文献[1]定理6.4，得  

)(λPg ′ ≤ 







++++ −−

−−
− 1122

32
12 2

1)()(
)(

1
nn

nn
n aa

J

a

J
J

a λλ
λ

λ
λ

λ
λ

L                (6) 

若
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≤λ ≤1，则∀ 0>ε ，使 
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如果 )(eUa > ，则 0),( >aey 。选择 0>ε 为任意小，使 0),( >+ aey ε ，从而 1)( <′ λPg 。定理的第一

部分得到证明。为证明 )(eUa > 对梯形函数也成立。首先注意到 
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推论  设 )(xF 是梯形函数，则对于任何 2RLP > 和 )
2
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 ,0(∈e ， Pλ 唯一。 
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3  结 束 语 

区间上的连续自映射的迭代是动力系统中最简单的模型。本文利用实变的方法研究单模可微平

顶函数及与MSS序列P相对应的 Pλ 的唯一性问题，定理1给出的条件e∈(0, 382 9⋯)比文献[1]中定理

6.1的e∈(0, 0.342 3⋯)更宽广，定理2则是对文献[1]定理7.1作了改进。 
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·简  讯· 
 

中国科学家应该对世界科技发展做出更大贡献 
 

中国科学院院长路甬祥院士5月28日在中科院第11次院士大会上作报告时指出，中国科学家必须审慎选择科技发展目

标，集中有限资源，重点突破，在本世纪对世界科学技术发展做出更大贡献。 

面对新世纪科技的发展，院士们要在自己的岗位上继续做出创新性的科学贡献，学部作为国家在科学技术方面的最

高咨询机构，将承担“科学思想库”的重要责任。中国现代化建设对科技发展的需求、世界科技发展的态势、加入世界

贸易组织和科技全球化带来的冲击与挑战以及国家科技资源的现实，决定了中国必须根据国际科学技术发展态势和国家

需要，慎重选择战略目标，制定好科技发展战略。 

一直工作在教学和科研第一线的院士们，对科技发展态势有着深刻的理解和全面的把握。根据经济建设、国家安全

和可持续发展的需要，在选择关键领域、加强基础研究与重要高技术领域前沿的前瞻布局、加强原始性科学创新和关键

技术创新与集成、制定科技和教育发展战略方面，学部有条件适时提出具有战略性、前瞻性的咨询报告。 

中科院学部与国内外产业界和学术界有着广泛联系，在充分利用全球创新资源，广泛参与双边、多边和全球竞争，

大幅度提升科技创新与产业化能力等方面，学部都可以发挥重要作用。中科院学部同时要加强与中国工程院、中国社会

科学院及其他有关部门的联系与合作。 

学部要注意培养青年科技工作者，在保证增选质量的前提下，及时将符合标准和条件的优秀中青年科学家选入院士

队伍；要充分考虑新世纪学科发展的共性与特性，处理好传统学科与新兴学科、交叉学科之间的关系；要关注新兴学科

和交叉学科的工作进展，对其优秀的学科带头人给予准确的评价。 

通过中国科学家创造性的工作，通过与世界的广泛合作与交流，他们在21世纪一定会做出比20世纪大得多的贡献，

中国将涌现出一批无愧于21世纪的世界级科学大师和工程技术大师。 

·柳  笑· 


