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完全分配格上的极小族拓扑 

伊良忠* 
(四川工业学院计算机科学与工程系  成都  610039) 

 

【摘要】采用极小族理论建立了完全分配格上的另外一种拓扑 — —极小族拓扑，使得最大标准极小族是

该拓扑仅有的非平凡开集。给出了极小族拓扑的一些性质及该拓扑下函数连续的必要条件，讨论了该拓扑下

映射的连续性和广义序同态的关系，证明了完全分配格上的标准极小族映射为广义序同态。 
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Minimal Families Topology on Completely Distributive Lattices  
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Abstract  In this paper, a new topological space as well as minimal families topological 

space is established on completely distributive lattices by using the results of the minimal 

families, the result that the largest standard minimal families are only nontrivial open sets on this 

topology is proved .The properties and the sufficient and necessary condition for functional 

continuity on the minimal families topological space shall be given, the relation between the 

continuity and the generalized order homomorphism under the new topological space is 

discussed, the result that the standard minimal families mapping on completely distributive 

lattices is the generalized order homomorphism is obtained. 
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1  基本概念 

文献[1~3]研究了连续格理论点式拓扑及L-Fuzzy拓扑，得到了许多很好的结果。文献[4]研究了

极小族、极大族的性质，刻画了完全分配格的构造，在此基础上引入了分子格、Fuzzy格的概念；

文献[5]给出了广义序同态的概念及其性质；文献[6]定义了完备格上的属于关系，得到了属于关系

与极小族之间关系，给出了完全分配格的一个描述定理。本文在进一步研究极小族性质的基础上，

建立了格上的另一种拓扑 — — 极小族拓扑，给出了该拓扑的一些性质及该拓扑下映射的连续性与广

义序同态的关系。 

总假定L是完全分配格，P是L上的全体并既约元的集合[1]，给出如下基本定义和结论。 

定义1[3,4]  设L是完备格， Lx ∈ ， LA ⊂ 且 φ≠A ，称A是x的极小族，如果1) supA=x；2) 当 LC ⊂
且supC≥x 时, CbAa ∈∃∈∀   , , 使得a≤b。 
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据文献[4]知，如果 La∈ 有极小族，则a有最大极小族并记为 )(aβ 。 

定义2[3,4]  设L是完备格， La∈ ， LA ⊂ 是 a 的极小族，如果 PA ⊂ ，则称A是 a 的标准极小族。 

若 a 有标准极小族，则有最大标准极小族并记为 )(a∗β 。由后面的定理得知在完全分配格上，

La ∈∀ ， Paa ∩= )()(* ββ 。 

定义3[1]  设L是完备格，x， Ly ∈ , 称x远小于y，如果对L的每一个适合y≤supD的定向子集D，

存在 Dd ∈ ，使得x≤d，x远小于y用x<<y表示。 

Lx∈∀ ，记  },{ Lyxyyx ∈<<=⇓    ⇑ },{ Lyyxyx ∈<<=     ↓ x={y|y≤x，y∈L} 

从而对 Lx ∈ 的每一极小族A(x)均有 xxA ⊆↓)( ，于是 xx ⊂↓)(β 。 

定义4[1]  对完备格L，如果 Lx ∈∀ 有 

xx ⇓= sup  

则称L为连续格。 

根据文献[1]得出以下两个结论： 

1) 对完备格L， yxx ⇔⇓= sup ≥ xuLux <<∈∃ ,, ，而u≤y； 

2) 完全分配格是连续格。 

定义5[7]  拓扑空间(X，τ )称为Baire空间，如果X的可数个稠密开集的交是X的稠密子集； XA ⊆

称为一纲集，如果A是X的可数个无处稠密子集的并；称(X，τ )为T0的，如果 yxXyx ≠∈ ,, ， }{}{ yx ≠ 。 

2  完全分配格上的极族拓扑 

本节建立了完全分配格上的另外一种拓扑，使得最大标准极小族是该拓扑仅有的非平凡开集，

并给出了这种拓扑的一些性质及在该拓扑下映射的连续性与广义序同态的关系。 

定理1  设L是完全分配格，则 PxLx ∩⇓∈∀ , 是x的最大标准极小族。 

证明  因L是完全分配格，故 φ≠∩⇓ Px 。 

1) )(sup Pxx ∩⇓=  

由定义4的2)得知， xxLx ⇓=∈∀ sup, ，故x≥ )(sup Px ∩⇓ 。 

证明  x≤ )(sup Px ∩⇓ 。记 yPx =∩⇓ )(sup ，如果x≤y，由定义1和定义4得知，存在 Lu ∈ ，

xu << 而u≤y。由 xu << ，有 PxPu ∩⊂⇓∩↓ ，又由文献[1]的定理3.15知 )(sup Puu ∩↓= ，于是

uPu =∩↓ )(sup ≤ yPx =∩⇓ )(sup ，矛盾，从而 )(sup Pxx ∩⇓= 。 

2) LC ⊂∀ ，如果x≤supC，则 Pxy ∩∈⇓∀ 有 xy << ≤supC，由文献[1]得知可构造一定向集FC，

使得 CFC supsup = ，所以 xy << ≤ CFC supsup = 。由定义1和定义3，存在 CFf ∈ 使得y≤ f，但 

{ }Cccf ii

n

i
∈∨=

=1
，故  y≤f { }Ccc ii

n

i
∈∨=

=1
，由 Py ∈ ，有y≤Ci )( Cci ∈ ，由此得到： Px ∩⇓ 是x的

极小族。 

根据定义1及定义2，可证明结论： Px ∩⇓ 是x的最大标准极小族且 La ∈∀ ， =∩ Pa)(β  

PaPa ∩⇓=∩)(*β 。 

定理2  设L是完全分配格，则 { }LxPxL ∈∩⇓=* 关于集合的包含关系构成完备格。 

证明  显然 )( * ⊂L 构成偏序集。对 ** LA ⊂∀ ，令 })({ ** IiaA i ∈= β ，而A= { }Iiai ∈ ，由文献

[4]有 
)()()( iIiiIi

aaA βββ
∈∈
∪=∨=∨  

所以 
PaPaPA iIiiIi

∩∪=∩∨=∩∨
∈∈

))(()()( βββ  

即 
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])([)( PaPa iIiiIi
∩∪=∩∨

∈∈
ββ

 
故 

** )( LaiIi
∈∪

∈
β

 
由文献[1]得知 )( * ⊂L 是完备格。 

注  根据定理2，可以证明并可参见文献[6]。 

1) )( * ⊂L 构成完全分配格且与(L ≤)同构； 
2) LIiaaa iiIiiIi

⊂∈∩=∧
∈∈

}|{,)()( ** ββ 。 

若记 },{** φτ LL ∪= ，则有： 

定理3  设L是完全分配格，则 *τ 是L上的拓扑，即 ),( *τL 构成拓扑空间。 

定义6  称 *τ 是L上的极族拓扑(或极小族拓扑)， ),( *τL 为极族拓扑空间(极小族拓扑空间)。 

类似以上讨论，可以定义极大族拓扑及极大族拓扑空间。 

定理4  设 ),( *τL 是极族拓扑空间，则有： 

1) }{}|{ LLxPxS ∪∈∩⇓= 是 *τ 的基；如果P是可数集，则 ),( *τL 是第二可数空间；  

2) φτ ≠∈∀ UU ,* ，则U 是稠密子集，即 LU = ； 

3) LA ⊂∀ ，则 LAA =⇔∈ *τ ； 

4) ),( *τL 是Baire空间； 

5) ),( *τL 是连通空间； 

6) LA ⊂ 是一纲集 φ=⇔ oA 。 

证明见1)～4)，并结合文献[5]中有关内容； 

5) 因为 ),( *τL 中，既开又闭的子集只有L及φ ，故 *),( τL 是连通的； 

6) 必要性见文献[7]定理6.17。下面讨论充分性, 因 φ=oA , 从而A是闭集(因 )(o ALLA −−==φ ), 

故 LAL =− ,即 AA = ，这样， *τ∈−=− ALAL 即 AL − 稠密，从而A是无处稠密子集。 

3  连续性与广义序同态 

本节研究极族拓扑下的连续映射，给出了连续映射与广义序同态的关系。 

定义7[3~5]  设L1与L2是完全分配格， 21: LLf → 是映射，f 称为广义序同态，或简称GOH，若 

1) f(0)=0； 

2) f是保并映射； 

3) f −1是保并映射，这里 2Lb∈∀ ， )(|,{)(1 afLabf ∈∨=− ≤b}。 

定义8  设 ),( *
11 τL 与 ),( *

22 τL 是极族拓扑空间， 21: LLf → 是GOH，如果 f 连续，则称 f 是(该

拓扑)连续的广义序同态。 

以下总假定P1与P2分别是L1与L2的全体并既约元的集合，所述拓扑都是极族拓扑。 

根据定理2及定义7，得： 

定理5  对完全分配格L，标准极小族映射 )(: ** PaaLL ∩→⇓→β 是GOH。 

定理6  设 f： ,1L → 2L 是满射，如果f关于极族拓扑连续，则f是开映射。 

证明  因 f 连续，那么由文献[5]， LA ⊂∀ ，有 )()( AfAf ⊂ ，这样，对
*

1τ∈∀U ，有 

21 )()()( LUfLfUf ⊂⊂=  

故                                      2)( LUf =  

由定理4中的3)得知
*

2)( τ∈Uf ，故 f 是开映射。 

结合文献[7]定理1.12及本节定理6得： 

推论  设 21: LLf → 是满单射，则如果 f 连续，那么 f 是 ),( *
11 τL 与 ),( *

22 τL 间的同胚映射。 
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定理7  对映射 ),(),(: *
22

*
11 ττ LLf → ，若 1−f 保并 , 则 f连续的充分必要条件是 2Lb∈∀ , 

1
1

2
1 )()( PbfPbf ∩⇓=∩⇓ −− 。 

证明  充分性是显然的。 

必要性，
*

2τ∈∀U ，令 2PbU ∩=⇓ ， 2Lb∈ ，而 f 关于极族拓扑连续，故有
*

12
1 )( τ∈∩⇓− Pbf ，

设 12
1 )( PaPbf ∩⇓=∩⇓− ， 1La∈ ，下面证明： )(1 bfa −= 。 

由 12
1 )( PaPbf ∩⇓=∩⇓− 得 ： )(sup)(sup 12

1 PaPbf ∩⇓=∩⇓− ， 利 用 1−f 的 保 并 性 有 

)(1 bfa −= ，从而结论成立。 

定理8  设 21: LLf → 是保并映射，则 ),(),(: *
22

*
11 ττ LLf → 是开映射 ,1La∈∀⇔  )( 1Paf ∩⇓  

2)( Paf ∩⇓= 。 

证明   充分性显然，下证必要性： 

设 f 是开映射，则
*

211 )(, τ∈∩⇓∈∀ PafLa ，但 f 是保并映射，这样 

)()](sup[)(sup 11 afPafPaf =∩⇓=∩⇓  

从而由
*

2τ 的构造有 

21 )()( PafPaf ∩⇓=∩⇓  

结合本节定理5～定理8得： 

定理9  设 ),(),(: *
22

*
11 ττ LLf → 是满GOH，则下列命题等价： 

1) f 连续； 

2) 1
1

2
1

2 )()(, PbfPbfLb ∩⇓=∩⇓∈∀ −− ； 

3) f是开映射； 

4) 211 )()(, PafPafLa ∩⇓=∩⇓∈∀ 。 

注  定理9进一步完善了文献[3]的定理3与定理4。 

根据定理2及定义7，可以证明： 

定理10  设 有映射 21: LLf → 及 *
2

*
1

* : LLf → , 其中 21
* )()( PafPaf ∩⇓=∩⇓ , 则 f 是GOH *f⇔

是GOH。 

定理11  设 21: LLf → 开映射，则 21 )( PPf ⊂ ，即把L1的并既约元映成L2的并既约元，且 f(0)=0。 

证明  1Pz ∈∀ ，由文献[1]知 φ≠⇑ z ，故必有 1Ly∈ ，使得 1Pyz ∩⇓∈ ，但f是开映射，故  

2)()( Pyfzf ∩⇓∈ , 即 2)( Pzf ∈ ，所以 21 )( PPf ⊂ 。又由 )0()0( 1Pff ∩⇓= = 2)0( Pf ∩⇓ ，从而

f(0)=0，证毕。 
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