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一类非线性方程的研究 
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【摘要】在一类推广型非线性方程中，应用Leary-Schauder固定点定律建立了通常Sobolev空间Hs和某个权重

Sobolev空间。构建一个方程初值。证明了这类推广型非线性方程的求解问题可简化为求解一个完整性连续图形上

固定点ϕ 。应用Leray-Schauder定理来证明图形上所有固定点ϕ 严格在Bx[0,1]组内部存在，且在B x[0,1]上的每一

点是完全连续。其结果表明，该类推广型方程的解能收敛成初值问题的解，即得到了该类推广型非线性方程唯一

光滑解。 
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Abstract  Using leray-Schauder fixed point theorem with usual sobolev H∞ and certain weighed 

sobolev spaces build an initial value problem of a class of the extended nonlinear equation. The way of 

solution this equation can transfer to solution a fixed point ϕ  of integrality uninterrupted figure had been 

proved. The global existing and uninterrupting of all fixed points ϕ  exist in Bx[0,1] had been proved by 

using Leray-Schauder fixed point theorem. The result shows that solution of this equation can astringency 

to solution of initial value problem, get one and only smooth solution of this equation. 
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    近年来，非线性方程 
2i 2 0t xxu u | u | u∂ + + =                                    (1) 

和其推广形式的初值问题在许多文献中得到广泛的研究 [1,2]，而高阶非线性方程 2i 8t xxxx xxu u | u | u∂ + + +  
22 xxu u 2 2 44 6 6 0x x| u | u u u | u | u+ + + = 是非线性方程lax系中的第二个方程[3~5]。由于非线性方程作为物理领域

的许多数学物理模型，如孤立子、电磁波的传播方程等[1~7]。特别是发现非线性方程式(1)和下面推广型非线

性方程 
2 2 2 2 2 4i 2 8 2 4 6 6 0t xx xxxx xx xx x xu u | u | u | u | u u u | u | u u u | u | uβ  ∂ + + + + + + + + =             (2) 

文献[6～9]指出，Heisenberg自旋铁磁链方程和其四级修正自然延伸分别等效于式(1)和式(2)。下面研究

方程的初值问题 
2 2 2 2 2 4i ( 2 ) [ 8 2 4 6 6 ] 0t xx xxxx xx xx x xu a u | u | u u | u | u u u | u | u u u | u | uβ+ + + + + + + + =            (3) 

)()0( xx,u ϕ=                                          (4) 

                                                   
    2003年9月1日收稿 
  * 男  39岁  硕士  讲师  主要从事应用光学、半导体材料等方面的研究 



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 32卷   

 

784 

式中  角坐标代表偏导数， i 1,| u |= − 是复变函数u的模，u 是u的复共轭，这里 )00(),( ,≠βα 。 

1  定理陈述 

通常，Lp(R), 1<p<+∞和Hs(R), S∈R分别是在|。| p|和||。|s的lebesgue, Sobolev空间。如果1是一个间隔，x
是一个带有模 ||。 ||x的Banach空间，那么LP(1; x)≡{u:1→x， ||u||x∈LP(1)}。Wp

t(0,T; Hk(R))标记有导数
))()0()(( 2 R;L,TLt,xf Ph

xt
R ∈∂∂ (此处0<s<r, 0<h<k))的函数f(x,t)的空间，用c, c(•，•，•)来标记普通的常数，按照

增加的方式取决于所指的量。令x={0,1,2,⋯}, ω(x)=(1+x)1/2和S(R)所有在R域上快速下降的无穷次可微的函数
Schwartz 空 间 ， 则 对 任 意 s, r ∈ R ， s

rH 是 模 2 s 2
  2(1 )r
r,s x||u|| | u |ω= − ∂ , 令 s

rJ ∩ sH 0 ， 其 模

2 2 1 / 2
, ,0 0,||| ||| (|| || || || )r s r su u u= + 。 

    引理 1  1) ;
'

'

's r s s '
' s rrr

H H ,J J ,s s ,r r⊆ ⊆ ≤ ≤ 1 2 1 2
1 2 1 2

(1

(1
2) [ ] 0 1 1 2s s s s

j jr r - r r
H ;H H , , s , r , r R, j , ,θ θ

θ θ
θ− +

+
= < < ∈ =）

）
 

这里 [ ]; θ 标记复插入；
0

0 (1 )3) [ ] 0 1s s s
r r rJ H ,H H , ,s,r R.θ

θ θ−⊆ = < < ∈ ； ；)()4 RSHJ s
r

s
r zr,s zr, s == ∈∈ ∩∩ 5)  

0
0( )s s

r rJ H H −′ = + ；6) 令r,s>0.1f, 如果 rs
rJu ∈ ,则 s

rHu 1−∈ 和  1  ( )  r ,s r,r s||u|| C r,s | ||u|||− ≤ ; 7) 0r R s∈令 和 ≥ ， 

  r,s r,s
h
xh z ||| u||| C|||u||| ′ ′∈ ∂那么对于 ，有 ≤ ,此处 ；和 hssr/shsr +=′+=′ )( 8) 1 / 2s >如果 ，对所有的 s

ru,v J∈ ，

有    .( )r,s r,s r , s|||uv||| C r,s |||u||| |||u|||≤ 。 

用上面的引理和Sobolev浸入定理可以看出，若 0,1 ≠∈∈ + rzs,rJu )r(s
r 和 ，则 

( 1)
1 1 ( 1)sup ( ) ( ) ( )r h

x r , s r , s r
x R

| x u C r,s ||u|| C r,s |||u|||ω −
− + +

∈
∂ ≤ ≤  

    引理 2  令 )()( 0 RCx ∞α ，有 0 1 1,α α =≤ ≤ ，如果 1| s |≤ ，那么 0 0 1,α ε= < < 。令 ( ) ( )s x xα α ε= ，那

么当 0ε → 时， ( ) 1s xα → ，任何R的束缚组上是均匀的，当 ( ) 0h
x s xα∂ → 时，对于 0≠j ，在R域上是均匀的，

对于任何 zj ∈ ，则有 1( ) ( ) ( ( )) , 0 ( ) 0h h ( h)
x s| x | C j x h j C jα ε ω ε− −∂ >≤ ≤ ≤ ，这里 与 无关。 

    引理 3  令q, r是任意满足1<q, ∞<r 的实数， ,  ∈j m z， mj < ，对于有  m r q
x u L , u L∂ ∈ ∈ 成立的u，则有

 1
 ( )j m a

x r r q
a| u C j,m,q,r,a | | | u | −∂ ∂≤ ，这里对于所有间隔 1<< αj / m 的α 有

1
1 [( ) )] (1 )p j m

r
α α α= + − + − 。 

    引理 4  假定 )(tg 满足不等式， 1 2
0

( ) ( ) ( )d
T

g t M M g s h s s+ ∫≤ ，对于任意 Tt <<0 ，在此M1，M2是两个

非负常数，此外 )(th 满足
0

( )d
T

h t t < ∞∫ ，则有 1 2 0
( ) exp( ( )d [0 ])T

g t M M h t t , t ,T∈∫≤  

定理  令T是任意已知的正常数，对于任意初始数据 sH ,s zϕ ∈ ∈ 和 4s≥ ，式(3)与式(4)有唯一解u， 

4
(0 ( ))h k

h h s
u w ,T;H R∞

+
∈ ∩
≤

，其中 zk,h∈ 。 

2  定理证明 

首先建立一个初值问题 

xxxxxx 1 2) i( ( ) ( )) 0 1x xxxx xxu u u u ak u k uε β ε+ − + − = − + < <（                       (5) 

用式中附加初始数据 ( 0) ( )u x, xϕ= ， u|u|uuk xx
2

1 2)( += ， ++++= 222
2 )(628)( xxxxxxxxx uuuuu|u|uuk  

u|u|u||u x
42 64 + 的唯一整体解us(x, t)的存在性。 考虑非线性系列和相关线性问题 

1 2( ) i ( ( ) ( )) 0 1 0 1t xxxxxx xxxx xxu u u u ak u k u ,ε τ β ε τ+ − + − = − + < < < <，                (6) 

1 2( ) i ( ( ) ( )) 0 1 0 1t xxxxxx xxxx xxu u u u ak v k v ,ε τ β ε τ+ − + − = − + < < < <，                (7) 

把式(5)简化成一个完整性连续图形上固定的问题。引进带有有限模，并在RX [0, T]上函数中的两组x (n, 

T), τ(n,T), 其有限模分别为
2 02 22

( , ) 3 20 02
d ( ) d sup ( )

t TT T

x n T t n n
V V t V t t V t

−
= + +∫ ∫= ?

≤≤

和 ( )x n,TV =《 》 2
1

0
d

T

n|V | t+ +∫  

2
2

0
sup ( ) n

t T
||V t || −

≤≤

。令n>4，如果V∈Y(n,T)，则在X(n,T)中存在式(7)的一个整体解u(x,t)，此解唯一由初始值决

定，式(7)定义了一个非线性算符， ( , )u Vτ ϕ τ= ，其固定点是式(6)的解，对于τ=1时ϕ的固定点是式(5)的解。 
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下面应用Leray-Schauder定理来决定ϕ的固定点[8]，然后证明式(5)的解un收敛成式(3)的解。 

引理 5  如果n>4和u∈X(n,T)，解式(7)，即 

2
2

32 2 2
2 2 ( )0 1

( ) ( ) d ( )
T j

x Y n,T | |j
| u t | | u t | t C V

ϕ
ε

+=
+ ∂∑∫ ≤ 《 》  

2
3

32 2 2
2 ( ) |0 0 1

d ( ) d ( )
T T j

t x Y n,T |j
| u | t | u t | t C V

ϕ
ε

+=
+ ∂∑∫ ∫ ≤ 《 》  

2

32 2 2
2 2 ( )0 1

( ) ( ) d ( )      
h

Th h j
x x Y n,T | |j

| u t | | u t | t C V h n
ϕ

ε +
+=

∂ + ∂∑∫ ≤ 《 》 ≤  

式中  C取决于 ϕε 和，T 的纯度。 

证明  用u乘以式(7)，积分取其实部得到 
32 2 2 2 2

2 2 2 2 2
0 0 01

1 1
( ) ( ) d ( ) d ( ) d

2 2

T T T
j
x

j
| u t | | u t | t | | | u t | t | k v | tε ϕ

=
+ ∂ + +∑∫ ∫ ∫≤  

上式意味着(用Gronwall’s不等式) 
32 2 2 2

2 2 2 2
0 01

1
( ) (t) d ( ) d

2

T T
j
x

j
| u t | | u | t C | | | k v | tε ϕ

=
+ ∂ +∑∫ ∫≤  

式中  1 2( ) ( ) ( )k v k v k vα β= + ，用标准估计和Y(n,T)的定义，则有 
32 2 2 2

2 2 2 ( )0 1
( ) (t) d

T j
x Y n,T

j
| u t | | u | t C | | Vε ϕ

=
+ ∂ +∑∫ ≤ 《 》                           (8) 

式中  《⋅》表示取值 

为了得到引理的第二个不等式，用u 乘以式(7)，对于x, t进行积分，取实部即可，最后的估计可通过先
取式(7)的 hx∂ 用 hxu 相乘，然后关于x, t积分，取实部即 

32 2 2
2 2 2

0 01
( ) 2 ( ) d ( )d d |

T T
h h j h h h
x x x x x

j
| u t | | u t | t | | | u k v x tε +

=
∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂∑∫ ∫≤                       (9) 

式中  k(v)与前面相同，显然 

4 3 1
0

0 0
d d || d d

T T
T h h h

x x x| || u v x t | | u v x t |β β+ + +∂ ∂ = ∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ 3 2 1 2
2 2

0 0
( ) d ( ) d

2

T T
h h
x s x| u t | t C | v t | t

ε + +∂ + ∂∫ ∫≤        10) 

对于1 2h≤ ≤ ，有 
1 1 1 2 2

1 1 2 ( )
0 0 0

( )d d ( )d d ( ) d
T T T

h h h h h
x x x x x Y n,T| u k v x t | | u k v x t | | u t | t C Vε+ − +∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫% ≤ 《 》            (11) 

式中  )64)(628()()(
~ 22222

11 v|v|v||vvvvvv|v|vkvk xxxxxx +++++= βα ，对于 3h≥ ，有 

3 3 3 2 2
1 1 2 ( )

0 0 0
( )d d ( )d d ( )

2

T T T
h h h h h
x x x x x Y n,T| u k v x t | | u k v x t | | u t | C V

ε+ − +∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫% ≤ 《 》             (12) 

下面进行式(5)的可解性证明。如果n>4和 nHϕ < ，对于 [0,1]τ 和v∈Y(n,T)线性抛物方程式(7)存在唯一解

u∈X(n,T)，这就定义了一个非线性算符 )(v;tu ϕ= ，算符对于每一个 [0,1]τ 决定了式(7)的解。用文献[9,10]提

出的方法来证明Leray-Schauder的条件。考虑在Y(n,T)的B组上的 ),( τϕ v ，而Y(n,T)由函数 )(n,TYv∈ 组成，它

满足其范围可通过加正数r>0而增加不等式(8)，先证明在BX[0,1]上的 );( τϕ v 为：1) 对v是连续的，对τ是均匀
的；2) 对τ是连续的，对v是均匀的；3) 在BX[0,1]上完全连续的。再证明ϕ的所有固定点严格在B组的内部
和 ( ; 0)v vφ− 有非零度。用Leray-Schauder定理来证明ϕ的固定点的存在性为： 

1) ϕ (v;τ)关于Y(n,T)中的v连续，对于 (0,1)τ ∈ 均匀，来自B组的两个元素 ,v v%作为开端，即 ),( τϕ vu = 和

),~(~ τϕ vu = ，则 uuv ~+= 和 vvv ~−= 满足 

( 0

( ) i [ ( ) ( )]

0
t xxxxxx xxxx xx

x, )

U U U U k v k v
U

ε ϕ+ − + − = − −
 =

                        (13) 

按引理5的证明有 
32 2 2

2 2 ( , )0 1
( ) ( ) d   

T j
x Y n T

j
| u t | | D u t | t C Vε

=
+ ∑∫ ≤ 《 》  



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 32卷   

 

786 

32 2 2
2 3 ( , )0 1

d ( )   
T j

t x Y n T
j

|U | t | D u t | C Vε
=

+ ∑∫ ≤ 《 》  

32 2
2 2 ( , )0 1

( ) ( ) d   
Th h j

x x Y n T
j

| D U t | |D U t | t C Vε +

=
+ ∑∫ 2≤ 《 》  

式中  C与 ]1,0[∈τ 无关，以上三式给出了1)的证明。 

2) 在B上的ϕ是完全连续的，进行的结果表明ϕ 在BX[0,1]上的每一点都是连续的，用引理5对于每个

]1,0[∈τ ， );( τϕ v ，把Y(n,T)中的B组映射到有 

( ) ( )x n,T Y n,Tu C v《 》 ≤《 》  

式中  C与 ]1,0[∈τ 无关，根据文献[11]的证明可知，x[n,T]中的一个组在Y(n,T)中紧致。故，ϕ把Y(n,T)，X[0,1]

中的任意组(v;τ)映射到在Y(n,T)中是紧致的一组。这表明BX[0,1]上的ϕ (v;τ)值紧致。 

3) 所有可能的固定点u严格在B组的内部，在引理5中式(6)的解一个先验估计和B组的定义表明所有可能
ϕ 的固定点u严格在B组内部。 

4) ( )v v;ϕ τ− 有非零零度，对于τ=0，ϕ把B组映射成单独的点u即 0)( =−+−+ xxxxxxxxxxxxt uuuu ε 的唯一

解，这样 )0(v;v ϕ− 是可逆的，有非零零度。 
由Leray-Schauder定理的应用可知，对于每一个 ]1,0[∈τ 至少存在一个ϕ 的固定点u(x,t)，对τ=1，u(x,T)

是式(5)的一个解。式(5)的解的唯一性能通过标准的解使估计得到证明，显然对固定的 (0 1),ε ∈ 以及 Hϕ ∞∈ 存

在式(5)的唯一解 )]0([ ∞∞∈ ;H,TCu ，满足式(8)中对于每个整数n的估计。 

从上面的讨论可知，对于 Hϕ ∞∈ ， 4s≥ ，和每一个 (0 1),ε ∈ 存在式(5)的唯一解 )(x,tu s
，它在n=s时满

足式(8)，且范围与 Hϕ ∞∈ ， (0 1),ε ∈ 无关，用标准极限过程ε→0，可知道存在一个后来的
su ′
，在 )0( s,T;HL∞

中弱收敛于某个u，而此u是式(5)的合适解。对于式(5)，可看出
4(0 )s

tu L ,T;H∞ −∈ ，用这种方法，得到式(3)

和式(4)有唯一的解
4

(0, ; ( ))h k

h h s
u w T H R∞

+
∈ ∩
≤

。                                          证毕 
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