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JOR迭代法的收敛性 
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【摘要】基于双严格对角占优的概念，针对线性方程组在求解时常用的JOR迭代方法，给出了JOR迭代矩阵

谱半径新的上界及迭代法的收敛性准则，不仅适用于严格对角占优矩阵，还适用于双严格对角占优矩阵类，对相

应迭代阵谱半径的估计更精确且扩大了JOR方法收敛参数的选取范围，并用数值例子说明了所给结果的优越性。 
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Convergence for JOR Iterative Method 
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Abstract  JOR iterations for solving large linear system are studied. Based on the concept of the 

doubly diagonal dominance, an new upper bound for the spectral radius and convergence of JOR 

iterations are presented. Results obtained improve the known corresponding results and are suited to 

extended matrices. Finally, a numerical example is given for illustrating advantage of results in this paper.  

Key words  convergence;  diagonal strictly dominance;  JOR iteration;  spectral radius 

 

1  注  记 

设 nnR , 为 n 阶实矩阵的全体， =A ∈)( ija nnR , ，记 
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定义 1  若 ijjii Raa >|| )( A iR )( A , ,i∀ ,Nj ∈ ji ≠ ，则称 A为双严格对角占优矩阵，记 CA∈ [1]。显然，

严格对角占优矩阵是双严格对角占优矩阵的特例[1]。 

在求解线性方程组 bAx = ，A非奇，常将 A分裂为 ULDA −−= ，其中 =D diag 11 22( , , , )nna a aL , L
是矩阵 A的严格下三角矩阵，U 是矩阵 A的严格上三角矩阵。 

JOR迭代格式为 

dxMx kk +=+
ω

1  

式中  ])1[(1 ULDDM ωωωω ++−= − ， =d bD 1− 。 

引理 1  设 =A ∈)( ija nnR , ，则 A的每一特征值均落在下述 







2

n
个Cassini卵形域 ijO 并集中[2] 

|||| jjii aa −− λλ ≤ iR )( A jR )( A     Nji ∈∀ , 且 ji ≠  

引理 2  设 CA∈ , 则 A非奇[1, 3]。 
定理 1  设 =A ∈)( ija nnR , , 则 )(Aρ ≤ ∞|||| A [3, 4 ]。 
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大型方程组求解的迭代法需研究迭代法迭代阵谱半径的估计和迭代法收敛性以及收敛速度等问题。文

献[4,5]对严格对角占优矩阵进行了研究，但严格对角占优矩阵由于条件较强，故难以应用。本文基于双严格

对角占优矩阵的概念，得到关于JOR迭代阵谱半径上界新的估计，并进一步对JOR迭代法的收敛性进行了分

析。 

2  JOR 迭代阵谱半径的上界估计 

定理 2  设 CA∈ ，则JOR迭代法的迭代阵谱半径 )( ωρ M 的上界满足 

)( ωρ M ≤
ji≠

max | | [ iRω )( UL + jR UL +( ||) jjii aa
1
2] |1| ω−+      Nji ∈,  

证明  因为 CA∈ ，所以 0, ≠iia 。设λ 为 ωM 的任意特征值，则 

λdet( 0) =− ωMI  

即                 
det[λ ((1 ) ( ))] 0D D L Uω ω− − + + =  

故使λ [(1 ) ( )]D D L Uω ω− − + + C∈ 的λ 均不是 ωM 的特征值，即当 
2[ (1 )] | |ii jja aλ ω− − > iR2ω )( UL + jR )( UL +  

λ 不是 ωM 的特征值，若λ 为 ωM 的特征值时，由引理1知，至少有一对 ,i j  )( ji ≠ ，使 
2[ (1 )] | |ii jja aλ ω− − ≤ iR2ω )( UL + jR )( UL +  

即                          

|| λ ≤ | | [ iRω )( UL + jR UL +( ||) jjii aa
1
2] |1| ω−+  

所以 

)( ωρ M ≤
ji≠

max | | [ iRω )( UL + jR UL +( ||) jjii aa
1
2] |1| ω−+      Nji ∈,  

由于Jacobi迭代法是JOR迭代法当 1=ω 时的特例，所以由定理2有下面推论。 

推论  Jacobi迭代法是JOR迭代法当 1=ω 时的特例，所以Jacobi迭代法迭代阵谱半径的上界是 

)(Bρ ≤
ji≠

max  [ iR )( UL + jR UL +( )() jjii aa
1
2]     Nji ∈,  

3  JOR迭代法的收敛性分析 

定理 3  设 CA∈ , 则JOR迭代法满足下列条件时收敛 

1
2

2
0

1 ( ) ( )i j ii jjR L U R L U a a
ω< <

 + + + 

    Nji ∈,  

证明  当 0=ω 时, )( ωρ M ≤1,不能判别是否收敛;当 | | [ iRω )( UL + jR UL +( ||) jjii aa
1
2] + |1| ω− 1<

时，JOR迭代法收敛，下面分两种情形进行讨论： 

1) 当 10 << ω 时， [ iRω )( UL + jR UL +( ||) jjii aa
1
2] )1( ω−+ 1<    

即                         

[ iRω )( UL + jR UL +( ||) jjii aa
1
2] ω− 0<  

由题设知 CA∈ ，上式恒成立。 

2) 当 1>ω 时， [ iRω )( UL + jR UL +( ||) jjii aa
1
2] )1( −+ ω 1< ，整理得 
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综上可知 

<< ω0 1
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    注 1  文献[4,5]的结果仅对于严格对角占优矩阵适用，这里所得结果是双对角占优矩阵所给出的。 

4  数值例子 

设 
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由定理2知 























−−−

−−

−−−

=

ω
ωω

ω
ω

ωω
ω

ω

1
99

8
10

7

6

7

2
1

M  

)( ωρ M ≤ ω0504.0 |1| ω−+ , 由定理1知, )( ωρ M ≤
7

1
ω

+ >1，由定理3知，当参数 ω<0 8329.1< 时迭代

法收敛，当 0>ω 时，定理1无法判定迭代法的收敛性。 

注 2  上例中的矩阵显然不是严格对角占优矩阵，所以，文献[4,5]的结果在这里不能应用。 
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