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基于Theil不等系数的组合预测模型的性质 

陈华友  
(南京大学管理科学与工程研究院  南京  210093) 

 

【摘要】基于Theil不等系数的组合预测模型是一种新的相关性的组合预测模型，研究了该模型的性质。在提

出若干新概念的基础上，探讨了模型非劣性组合预测、优性组合预测以及冗余预测方法的存在性，给出了冗余信

息的判定。 
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Abstract  The combination forecasting model based on Theil coefficient is a new kind of 

correlation one. In this paper its properties are studied. On basis of new concepts，such as superior 

combination forecasting and dominant forecasting method etc, the existence of noninferior combination 

forecasting, superior combination forecasting and redundant forecasting method are discussed. Finally 

redundant information is given in the determining theorem. 
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文献[1]首次提出了组合预测方法。组合预测能有效地提高预测精度，一直是国内外预测界研究的热点

课题[2～10]。目前应用和理论研究最多的是以某种绝对误差作为最优准则来计算出组合预测方法的权系数向

量的。因此，组合预测方法的研究还不完善，需要建立多种准则的最优组合预测模型。文献[2]给出了研究

组合预测方法的另一新途径，提出了相关性指标的最优组合预测模型。该模型不考虑预测误差的大小，只

与组合预测方法有较大的差别。本文提出改进的Theil不等系数的组合预测模型，给出新的优性组合预测、

预测方法优超等概念，在理论上说明改进的Theil不等系数的组合预测方法的有效性。 

1  符号说明及概念 

设某社会经济现象的指标序列的实际值为{xt , t=1,2,⋯, N }，有m个单项预测方法对其进行预测，这m个

单项预测方法均参与到组合预测中。再设第i种单项预测方法第t时刻的预测值为xit, t=1,2,⋯, N，i=1,2,⋯, m。

第i种单项预测方法在组合预测中的加权系数为 il ，且满足 

∑ =
=

m

i
ii ll

1
        1 ≥ .,,2,1     ,0 mi L=                                (1) 

根据加权算术平均的组合预测原理， tx̂ 表示指标序列第t时刻的组合预测值，则有 
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式中  iτ 和τ 分别为第i种单项预测方法预测值序列{xit, t=1,2,⋯, N }及组合预测值序列{ tx̂ ，t=1,2,⋯, N }与

实际值序列{xt , t=1,2,⋯, N }改进的Theil不等系数。显然改进的Theil不等系数 ),0[ ∞∈iτ 及 ),0[ ∞∈τ 。τ 值

越小表示组合预测精度越高，当 0=τ 时， tt xx =ˆ ，t=1,2,⋯, N，表示组合预测准确无误。 

令 ittit xxe −= ， ttt xxe ˆ−= ，i=1,2,⋯, m,  t=1,2,⋯, N，则 ite 为第i种预测方法t时刻的预测误差， te 为

t时刻组合预测误差。再令
T

mlll ),,,( 21 L=L ， mmijE ×= )(E ，则L表示组合预测加权系数列向量，E称为 

组合预测误差信息矩阵。其中 ∑
=
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。在这些符号下及式 (1)、式 (2)，则有 =∑ −
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，所以改进的Theil不等系数式(3)可表示为 
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显然组合预测值序列与实际值序列改进的Theil不等系数为组合预测方法的加权系数 ml,,l,l L21 的函数，

记为 ),,,( 21 mlll Lτ 。这时 ),,,( 21 mlll Lτ 越小越好，Theil不等系数越小表示组合预测方法越有效。因此基于

改进的Theil不等系数的组合预测模型可为模型 
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记 },,2,1,{minmin mii L== ττ ， },,2,1,{maxmax mii L== ττ ，有如下定义： 

定义 2  若 ),,,( 21 mlll Lτ maxτ> ，则称组合预测模型为劣性组合预测，若 minτ ≤ ),,,( 21 mlll Lτ ≤ maxτ ，

则称为非劣性组合预测，若 ),,,( 21 mlll Lτ minτ< ，则称为优性组合预测。 

定义 3  若第i种、第k种单项预测方法与其他单项预测方法预测值以及实际值序列的协方差满足  
mjEE k jij ,,2,1    , L=<                                   (6) 

则称第i种单项预测方法基于Theil不等系数优超第k种单项预测方法。 

实际上，由式(6)得知 k kii EE < ，从而由式(4)得知 iτ < kτ 。因此若第i种单项预测方法优超第k种，就改

进的Theil不等系数而言，直观上可以认为第i种单项预测方法要“优于”第k种。 

定义 4  若某种单项预测方法在组合预测模型最优权系数中为零，则称该单项预测方法为冗余预测方

法。即该种单项预测方法增加到组合预测模型中不能减少组合预测改进的Theil不等系数。 

定义 5  在一个组合预测模型中，设共有m种单项预测方法参与组合预测，若最优解中出现权系数为零

的个数为 1m ，则称比例系数 mmk /1= 为组合预测模型的冗余度。 

3  改进的Theil不等系数的组合预测模型的性质 

引理 1  假定m(m<N)种单项预测方法的预测误差向量组 m21 , eee ,,L 是线性无关，其中 =ie  
T

iNii eee ),,,( 21 L ， mi ,,2,1 L= ，则组合预测误差信息矩阵E为正定矩阵。 

定理 1  在引理1的假定条件下，改进的Theil不等系数的组合预测模型的任一个可行解对应的组合预测

至少是非劣性组合预测。 

证明  设L为组合预测模型式(1)的任一个可行解，设m种单项预测方法预测值序列与指标序列实际值改

进的Theil不等系数按大小排序为：
m1τ ≥ 2τ ≥⋯≥ mτ ，所以对任意的 iτ ，均为 

iτ ≤ 1τ     mi ,,3,2 L=                                   (7) 

≥
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把式(4)代入式(7)得 
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 由引理1得知组合预测误差信息矩阵E为正定阵，其任意二阶主子式＞0，则有 jjiiij EEE <2
，注意到 il ≥

m,,,i, L210 = ，从而有 
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由式(1)、式(8)、式(9)得 
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从而τ ≤ },,2,1,{max1 mii L== ττ ，再由定义3得结论成立。                                     证毕 

定理1表明，任意归一化非负权系数所对应的组合预测均不会比“最差”的单项预测方法还要“差”。 

推论 1  简单平均组合预测方法至少是非劣性组合预测。 

定理 2  在引理1的假定条件下，基于Theil不等系数的组合预测模型的冗余度 m/mk )1( −≠ ，则其最优

解对应的组合预测一定是优性组合预测。

 

证明  设组合预测模型(1)的最优解为L*= Τ),,, **
2

*
1( mlll L ，设L= T
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由式(12)及式(4)得知 
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因为组合预测模型的冗余度 mmk /)1( −≠ ，所以最优解中至少有两个非0分量，所以 T)0,,0,1(1 L=L ，
T)0,,1,0(2 L=L ， ,L T

m )1,,0,0( L=L 均是组合预测模型(1)的可行解而不是最优解，则有 
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由式(13)、式(14)得知： min
**

2
*
1 },,2,1,min{),,,( τττ ==< milll im LL ，定义2得结论成立。           证毕 

定理 3  基于改进的Theil不等系数的组合预测模型的最优目标函数值是参与组合预测的各单项预测方

法总个数m的单调不增函数，即 ),,,,( 121 +mm llll Lτ ≤ ),,( **
2

*
1 mlll Lτ 。其中 ),,( **

2
*

1 mlll Lτ 和 ),,,,( 121 +mm llll Lτ
分别表示m个单项预测方法及再增加一个单项预测方法共m+1个单项预测方法参与的组合预测模型(1)的最

优目标函数值。 

证明  设 T
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mm llll ),,,,( 121 += LL 分别为m个单项预测方法及再增加一个单项预

测方法共m+1个单项预测方法参与的组合预测模型(1)的最优解，则有 
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其中 
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所以 )( 121 +τ mm l,l,,l,l L ≤ )( 21
*
m

** l,l,l Lτ ，结论成立。                                         证毕 

定理3证明组合预测模型可能存在冗余预测方法。下面提供冗余信息的一个判定定理。 

定理 4  在改进的Theil不等系数的组合预测模型中，若第i种单项预测方法优超第k种单项预测方法，则

组合预测模型的冗余度至少为 m/1 。 
证明  采用反证法。假设 T
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又因为第i种单项预测方法优超第k种，所以由定义2和式(18)考虑假设 0* >kl 可知 
**ˆˆ ELLLEL
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所以由式(16)、式(17)、式(19)得 
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而这与 *L 为组合预测模型(1)的最优解矛盾！所以假设不成立。                                 证毕

 
4  结 束 语 

本文针对改进的Theil不等系数的组合预测模型提出了非劣性组合预测、优性组合预测等新概念，探讨

了其存在性，得出一些结果，从理论上进一步表明最优组合预测方法确实能综合各种单项预测方法信息。

文献[2]还提出其他相关性的指标，如灰色关联度、夹角余弦、相关系数等。而对其他相关性的组合预测模

型的有效性还有待进一步研究。 
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