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【摘要】系统的可逆性判别是非线性控制的逆系统方法的关键，为探索可逆性分析的新途径，该文将系统可

逆的秩检验法引入到多变量仿射非线性系统中，其实质是将系统的可逆性判定转化为对系统的输出函数及其导数

所构成的雅可比矩阵的秩条件分析。文中给出了仿射非线性系统可逆的秩判据定理与证明过程，提出了一种具体

的求逆算法，最后，举例对算法进行了验证，通过与微分几何法和逆系统方法的比较说明了秩判据法的有效性。 
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Abstract  The main difficult in the application of inverse system method to nonlinear control 

system is to determine the invertibility of the system. In order to investigate new method for analyzing 

invertibility of system, a rank criterion method is introduced to multivariable affine nonlinear system, by 

which the problem of invertibility is converted to determine the rank condition of the Jacobi matrix about 

output and its derivation of system. The rank criterion theorem such that affine nonlinear system be 

invertible is proved and an algorithm is obtained to determine invertibility of the system. Finally, the 

algorithm mentioned is verified by using an example. The effectiveness of rank criterion method is 

validated by comparison with differential geometry method and inverse system method. 
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针对一类仿射非线性系统，文献[1]首先用微分几何法研究了系统的可逆性。近年来，一种不同于微分

几何法的反馈线性化理论——逆系统方法[2]，其物理概念清晰和应用简便的特点，在工程应用中引起了人们

的关注[3, 4]。而应用逆系统方法的关键是系统的可逆性判别，由于工程实际中系统所具有的复杂非线性关系，

给系统的可逆性判别带来不便。文献[5]首次针对一般非线性系统，提出了系统可逆性的秩检验法，该方法

的实质是将判别系统可逆转化为分析系统输出函数及其导数所构成的雅可比矩阵的秩条件是否满足，从而

为系统的可逆性判别提供了一种新的方法。因此，本文将秩检验法引入到工程应用中常见的仿射非线性系

统中，给出了系统可逆的秩判据定理及其证明，并提出了一个具体的求逆算法，最后，举例验证了秩判据

求逆算法的有效性。 
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1  仿射非线性系统可逆的秩判据法 

一般仿射非线性系统 
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引理 [5]  若存在某子域 xS T D Dα⊂ × × ，使得  rank αJ ,  rank αA ,  rank αB 均为常数，则称 ( ) ( , , , )z t H t x u Vα α=
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下面，给出局部条件下仿射非线性系统(1)可逆的秩判据定理： 

定理  若对 xS T D Dα⊂ × × ，   rank m rankα α= +J B ，则系统(1)在域 xd d Sατ × × ⊆ 内可逆。 

证明  1)  rank s mα = +J  

事实上，由 ( , )α α α=J A B ，得  rank α ≤J  rank α +A  rank αB ，已知  m rank α≤ A ，而 αA 最多有m列，即

 rank mα ≤A ，因此，  rank mα =A 。 

又设  rank sα =B ，其中 ( 1)s mα −≤ ，则 rank s mα = +J 。因此，在域 1S S⊂ 内， ( )z t 存在 s 个关于Vα 独

立的函数，分别记为 iz ， 1, ,i s= L ，根据隐函数定理，存在与式(2)等价的方程为 

1( , , , )s i i sz F x u z z+ = L  ( 1,2, , )i m= L                              (3) 
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在 ( )( ) ( , , ) ( , , , )T T Tz t y y t x u Vα
α α= =& L H 中，将 , , ,t x u Vα 用 , , , ,i jt x u z v 来代替，即 

,  ,  ,  ( , , , ) , ji i jt t x x u u z z t x u V v vα= = = = =                            (4) 

式中  1, ,j s l= + L ， ( 1)l mα= − ，由 iz 的独立性，变换式(4)为非退化的，故 αJ 的秩不变，即 
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3) 设 2 1xd d S Sατ × × ⊆ ⊆ ，证明系统 f∑ 在 xd dατ × × 上可逆。 

现讨论式(3)相对于u 的代数方程，由式(6)按隐函数定理，存在 2 1S S⊆ ，使得 
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式中  反设系统 f∑ 在 xd dατ × × 不可逆，即存在 0 xx d∈ 及 1 2( ) ( )u t u t≠ ，使得对 t τ∀ ∈ ， ( ( ), ( ))T Tu t V t dα α∈ ，

有 0 1 0 2( ( , , )) ( ( , , ))y x t x u y x t x u≡ ，两端同时对 t 微分α 阶，则 1 1( , , , )z t x u Vα ≡ 2 2( , , , )z t x u V α ，将式(7)代入系统(1)

的式(1)中，得到 
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设系统(1)的初始解为 1 0 0( )x t x= 和 2 0 0( )x t x= ，且 1( )x t 0 1( , , )x t x u= 、 2 ( )x t 0 2( , , )x t x u= 均满足式(8)，故对

t τ∀ ∈ ， 1( )x t 2( )x t≡ 。又由系统(1)不可逆的假设得，对 t τ∀ ∈ ， 1 1( , , , )z t x u Vα = 2 2( , , , )z t x u V α 成立。故由式(7)，

1 1 2( ) ( , , ) ( , , )u t g t x z g t x z= = 2( )u t= ，这与假设 1 2u u≠ 矛盾，因此，系统(1)在 xd dατ × × 上可逆。        证毕 

2  用秩检验法对仿射非线性系统的求逆算法 

根据以上证明过程可得到如下求逆算法： 
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2) 由于  rank mα =A ，验证   rank m rankα α= +J B 是否成立。若成立，则系统(1)可逆，进行3)，若 r m< ，

则系统(1)不可逆，停止； 

3) 设  rank sα =B ，则在 1S S⊂ 内取 ( )( , , )T T Ty y α& L 中关于Vα 独立的 s 个方程，将其依次排在前 s 行，则

后 1, ,s s mz z+ +L 个方程可由 1, , sz zL 表示，用行变换消去相关项，且优先考虑与 ,u vα 均独立的方程，使 
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4) 由 1( , , , , )s i i sz F x u z z+ = L ( 1,i m= )，据隐函数定理解得 ( , , )u g t x z= ，结合 ( )y C x= ，将 u 表示为
( )( , , , , , )u g t x y y y α= & L 的形式，停止。 

例  求仿射非线性系统： 1 1 2 2
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