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Bent函数估计的可计算达到上界 
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【摘要】Bent函数的计数和数目估计问题与依据其设计的流密码的安全性有密切联系。通过将Bent函数表示

为定序特征矩阵，引入Bent矩阵的概念；根据Bent函数的定义，得到Bent矩阵的一些性质；利用解决一阶相关免

疫布尔函数计数问题的方法，给出Bent函数个数估计的一个基于整数分拆表示的可计算上界，计算实例说明该上

界是可达到的上界。 
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A Best Possible Computable Upper Bound on Bent Functions  
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Abstract  Enumeration and estimation of bent functions are closely related to the security of 

stream ciphers designed by them. In this paper, bent matrix is introduced when bent function is denoted 

by the ordered characteristic matrix. With help of the definition of bent function, some properties of bent 

matrix are obtained. On the basis of the author’s approach to solving the enumeration of the first order 

correlation-immune Boolean functions, a computable upper bound on the number of bent functions, 

which is represented by the summation over the integer partition, is given. Examples show that the upper 

bound is a best possible upper bound. 
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    Bent函数的概念提出后[1]，人们发现它在密码学中有重要应用[2]，其结构、构造和计数问题的研究受到

广泛关注[2～5]。文献[3]系统总结了Bent函数研究的结果和问题，但Bent函数的计数问题始终未解决，甚至一

个好的上界估计也不知道。本文根据Bent函数的定义，研究了Bent函数定序特征矩阵的性质，利用文献[6, 7]

的思想，给出Bent函数数目估计的一个可计算上界，计算实例说明该上界是可以达到的上界。 

1  Bent函数和Bent矩阵 

    设 ),,,( 21 nxxxf Λ 是n元布尔函数，可看作从 )2(nGF 到 )2(GF 的映射，其中 )2(GF 是二元有限域。文献
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式中  (2)nGFλ ∈ ， >< xë, 为内积。并定义：若 ( ) 1c λ = ± (对每一个 (2)nGFλ ∈ )，则称 ),,,( 21 nxxxf Λ 是

Bent函数，n显然是偶数。 
    记w=W ( f )，其中 ∑=

x
x)()( ffW 是 ),,,( 21 nxxxf Λ 的Hamming重量。由式 (1)，令 0λ = ，可得
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1

21 22
−− +

n
n 或

1
21 22

−− −
n

n ，于是，n元
Bent函数按Hamming重量分类只有两类。用式(1)可验证若 ),,,( 21 nxxxf Λ 是Bent函数，则 1),,,( 21 +nxxxf Λ

也是 Bent 函数。另一方面，当 ),,,( 21 nxxxf Λ 的 Hamming重量等于
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n )。这说明：n元Bent函数按Hamming重量分成

的两类其数目相等。称向量集合 

D = { ),,,( 21 nddd Λ | 1),,,( 21 =ndddf Λ } 
为 ),,,( 21 nxxxf Λ 的特征集合。又记 1 11 12 1( , , )nc c c= Lc ,⋯, ),,,( 21 wnwww ccc Λ=c 为集合D中按字典序排列的

),,,( 21 nxxxf Λ 的一切特征向量，w×n 阶0、1矩阵 
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称为 ),,,( 21 nxxxf Λ 的定序特征矩阵。显然布尔函数和其定序特征矩阵是相互唯一确定的。 

    当 0λ ≠ 时，由式(1)可得 
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式(2)推导中，利用了当 0λ ≠ 时， ,

(2)
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。式(2)说明：通过取适当的λ值，定序特征矩阵任意列

向量中0和1的数目差是
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个Bent矩阵，其中 12)1(! ⋅−= Λwww 。由式(2)看出：若A是Bent矩阵，则对A的任意几列的分量作布尔补运

算后得到的矩阵仍然是Bent矩阵。 

2  Bent函数数目估计的可计算上界 

    要估计n元Bent函数 ),,,( 21 nxxxf Λ 的数目上界，只需估计
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    利用文献[6]的方法，可以给出 
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式中  < j >表示数
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    于是，得n元Bent函数个数估计的一个上界为 
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3  计算实例 

    本节给出利用得到的上界估计n元Bent函数数目的实例。 

    当n =2时，W ( f ) = 
1

21 22
−− −

n
n =1，所以，2元Bent函数至多有8个。这与文献[4]通过计算机搜索得到的2

元Bent函数数目相同。当n = 4时，W ( f ) = 
1

21 22
−− −

n
n = 6，确定上界所需的值如表1所示。 

表1  n = 4时上界计算中所需的值 

<j> 61 1151 2141 32 112131 1241 23 1331 1222 1421 16 

a  1 0 2 0 1 1 3 0 2 1 0 

h  6−1 5−1 8−1 18−1 6−1 8−1 48−1 18−1 16−1 48−1 720−1 

c  0 0 1 0 1 1 3 3 3 7 15 

    将表1的值代入上界求得等于896，所以，4元Bent函数至多有896个，结果与文献[4]用计算机搜索得到

的4元Bent函数数目相同。以上两例说明本文得到的上界是可以达到的。 

4  结 束 语 

    本文利用Bent函数的Bent矩阵给出基于整数分拆表示的Bent函数的一个可计算上界，计算实例说明该上

界是最好可能的上界，这为进一步研究Bent函数的计数问题提供了思路。 
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