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离散映射混沌系统的关联耦合同步 
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【摘要】研究了驱动和响应系统为相同混沌系统、初值或参数不同时的同步问题。提出了关联耦合同步方法，

通过对驱动与响应系统进行耦合，实现两个混沌系统的同步。并且，可以实施间歇性控制，减少控制代价。以logistic

映射为例进行了计算机仿真研究，仿真结果证实了该方法对实现离散映射混沌系统同步的有效性。 
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Abstract  The synchronization of the drive system and response system which are described by the 

same chaotic systems but have different initial values or parameters is studied in this paper. A correlative 

coupling method of synchronizing chaos is proposed. Coupling these two systems each other can 

synchronize the drive system and response system. Furthermore, the intermittent control can be used to 

reduce the control cost. A computer simulation on two logistic maps is conducted. The simulation results 

illustrate the effectiveness of the proposed method for realizing the synchronization of discrete mapping 

chaotic systems. 
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见于混沌系统的内在随机性、连续宽谱和对初值具有的极端敏感等特点，使其特别适宜于保密通信。

混沌同步是混沌保密通信中的一个关键技术，因此文献[1～4]对混沌系统的同步展开了较为深入的研究，提

出了一些同步的方法。近年来，两个动力学表达形式及参量相同混沌系统的同步问题也受到了关注。由于

混沌系统对初值极其敏感，两个相同参数混沌系统的初值相异(即使相差很小)，它们的运动轨迹也会随时间

指数发散。当前对混沌应用研究的一个重要方向，就是利用这一初值敏感带来的不可预见性和内在随机性，

实现混沌加密通信。而在实际应用中，通常存在干扰和噪声，要找出两个参数完全相同的混沌系统较困难，

因此广义同步问题在实际中也具有重要意义。文献[5]通过系统变量的线性和非线性变换实现了对混沌有效

控制。本文在此基础上，提出了关联耦合同步的方法。通过调整系统变量之间的线性关联矩阵，从而影响

系统变量的运动轨迹，实现对两个具有相同函数形式但初值或参数不同的混沌映射的同步控制。 

1  关联耦合同步的方法 

关联耦合同步方法的基本思想是利用相关技术，把两个混沌系统中的系统变量通过关联矩阵进行耦合，

通过调整耦合强度，达到同步控制的目的。 
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相关技术以信息论和随机过程理论作为基础。根据随机数据分析方法，对于平稳随机过程{Xk(t)}，其均

值是与t无关的常数[6]。随机变量的数学期望，也称为平均值，定义为 
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式中  )(ξxp 为随机变量，X＝{x(t)，t∈T}的概率密度函数(当t取离散值时，X即为离散参量随机序列)。对

于X1和X2两个随机变量，其相关性表示为 
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    如果X1和X2是均值为零且互不相关的随机信号，根据线性代数和随机过程理论关于相关、内积和互相关

函数的定义，互相关函数为 
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因此，相关函数是随机变量之间相似程度的度量。可把两个混沌系统看作m维的随机矢量，为使两个混

沌系统同步，可通过一定的变量代换，将本不相关的随机过程变为相关，并将得到相关矢量反馈回原来的

混沌系统，替代原有的随机矢量，达到同步效果。方法之一就是可以使用一个线性变换矩阵(关联矩阵)，将

不相关的随机矢量变为相关矢量。 

设X1和X2是均值为零且互不相关的m维的随机矢量信号，对其分别进行线性变换，并构造新的随机信号

矢量 1X ′和 2X ′，有 

22111 XBXBX +=′                                     (4) 

24132 XBXBX +=′                                     (5) 

式中  B1, B2, B3和B4为m× m维的变换矩阵(关联矩阵)。由互相关函数的定义，新的两个随机信号矢量的相

关性为 
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式(6)整理得 
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由式(3)，最终得  
T
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由上式可知，当随机矢量X1和X2在所有频率上能量非均匀分布时，就有
21XXR ′′ ＞0。因此，通过上述变

换，新的随机矢量 1X ′和 2X ′ 具有了相关性。对于混沌的驱动和响应系统，可通过类似变量之间的线性转换(即

关联耦合)，增强驱动和响应系统变量间的关联性，并最终在采用一定关联强度的情况下，实现混沌同步。 

考虑可以产生混沌的两个一维的离散系统(多维系统可类推) 

驱动系统                          ),( 11 uxfx nn =+                                       (9) 

响应系统                          ),( 21 uyfy nn =+                                      (10) 
式中  u1和u2分别为两个混沌系统的参数，取值可以相同或不同。因为即使u1=u2，只要系统初值不同，由于

混沌对初值的敏感性，两个系统的轨迹也是不相干的。令关联矩阵(线性转换矩阵) 



=

2221

1211

aa
aa

A ，其中aij

为变量之间的矩阵关联强度。重新构造两个随机变量 

A=







′
′

n

n

y
x











=





n

n

n

n

y
x

aa
aa

y
x

2221

1211
                               (11) 

当需要进行同步控制时，以 nx′ 和 ny′ 替代原系统式(9)和(10)中的 nx 和 ny ，起到一个增强系统之间相关

性的作用，并通过选择合适的关联强度，达到控制混沌同步的目的。 

2  数值仿真结果 

考虑用logistic映射表示的两个系统 

)1(11 nnn xxux −=+                                     (12) 
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)1(21 nnn yyuy −=+                                     (13) 

其中，当3.57≤u1，u2≤4时，对于任何x0∈(0，1)和y0∈(0，1)的初值，系统式(12)和(13)都会进入混沌状态[7]。 

如果取u1=u2，则上述两个系统的表达形式和参数完全相同。然而当初值x0和y0的取值不同时，由于混沌

系统的初值敏感性，两个系统的轨迹是不相干的。此时将系统式(12)看作驱动系统，系统式(13)看作响应系

统。采用如下的关联耦合方法实现两个系统的同步。 

令                                 nnn yaxax 1211 +=′                                    (14) 

nnn yaxay 2221 +=′                                    (15) 

当进行同步控制时，以 nx′ 和 ny′ 分别反馈回混沌系统式(12)和(13)，得到受控后的系统方程为 

)1(11 nnn xxux ′−′=+                                     (16) 

)1(21 nnn yyuy ′−′=+                                     (17) 

选取u1=u2=3.7，x0=0.45，y0=0.6，固定a11=a22=0.22不变，只改变关联权值a12和a21。从迭代次数n=1 000

开始进行关联耦合同步控制，由计算机数值运算所得到的仿真结果如图1和图2所示。 
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图 1  a12=a21=0.83 时的混沌同步结果
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从图1和图2中看出，加入关联耦合控制后，当保持关联矩阵权值a11=a22=0.22不变时，仅使另外两个关

联权值在一定范围内改变，就可使系统式(12)和(13)很快同步。从同步过程的数值仿真结果可知，当要求一

定精度时，二者同步速度是迅速的。例如，在上述其他参数不变的情况下，取a12=a21=0.3时，仅迭代5次左

右就达到10−6控制精度。当a12=a21=0.83时，虽然同步速度有所减慢，但也在迭代约100次后达到了同样的精

度。通过数值仿真得知：在u1=u2=3.7，x0=0.45，y0=0.6，a11=a22=0.22时，使驱动和响应系统能够同步的关联

强度a12和a21的取值范围为0≤a12，a21≤0.84。 

当固定a12和a21的取值，仅改变a11和a22的取值，在一定的取值范围内也可以实现混沌系统的同步。选取

u1=u2=3.7，x0=0.45，y0=0.6，固定a12=a21=0.5不变，同样从迭代次数n=1 000开始进行关联耦合同步控制，只

改变关联权值a11和a22所得到的仿真结果如图3和图4所示。在系统参数和初值取以上值时，由数值仿真得到

的能够使系统式(12)和(13)同步的a11和a22取值范围为− 0.119≤a11，a22≤0.58。 
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图 3  a11=a22= − 0.118 时的混沌同步结果
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图 4  a11=a22=0.58 时的混沌同步结果
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以上是两个混沌系统的表示形式和参数完全相同，仅初值不同时采用关联耦合方法进行同步的情况。

当u1≠u2时，采用关联耦合方法进行混沌同步，数值仿真结果表明：关联强度在一定范围内取值时，仍可实

现两个混沌系统的同步，但两个系统之间不是达到精确同步，而是广义混沌同步[8]。 

在实际应用中实施混沌同步时，需要考虑同步的控制代价问题。与连续性的控制方法相比，间歇性控

制可以用较低的代价获得预定的同步要求。本文提出的关联耦合同步控制方法，也可允许控制有一定间歇

周期，从而减少控制代价。此时 
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式中  N为控制的间歇周期。当系统从第n次迭代开始进行控制后，只有mod(n,N)=0时才进行关联耦合

控制，增强系统间的相关性。计算机数值仿真实验表明：当N=1~6时，仍然可以实现混沌系统的同步。随着

间歇控制周期N的增大，控制次数减少，已无法实现同步；但是，通过改变关联强度，在同样的间歇周期N
时也可以实现混沌同步。这两种情况的仿真结果，分别如图5和图6所示。  

0.8

0.6

0.4

0.2

0

− 0.2

− 0.4

− 0.6

− 0.8
0 1 000 2 000 3 000 6 000

图 5  a11= a22=0.5 时的数值仿真结果
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这说明采用本文的控制方法，当控制有一定的间歇周期时，同步速度和效果与间歇周期N和关联强度都

有密切关系。 

3  结  论 

本文讨论了驱动系统和响应系统为相同混沌系统但其初值或参数不同时的同步问题，并且采用关联耦

合方法对驱动和响应系统进行耦合，使两个混沌系统得到同步。该方法对于无论系统初值不同或参数不同

的两个表达形式相同的系统，都能使驱动和响应系统实现同步或广义同步。此方法允许控制有一定的间歇

周期，可以减少控制代价。仿真结果表明，本文的方法是有效的﹑而且实施灵活便捷。 
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