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C-半群的弱概周期性

谢灵红1 ，李明奇2 
(1. 西南交通大学应用数学系  成都  610031;  2. 电子科技大学应用数学学院  成都  610054) 

【摘要】假设在有界C-半群的概轨道 ( )u ⋅ 的轨迹在Banach空间X中是弱紧的条件下，研究了C-半群的弱概周

期性，得到了 ( )Cu ⋅ 是弱概周期的；特别在X是自反的Banach空间的情况下，不用其假设条件也能获得同样的结论；

相应获得了有界C-半群点的弱概周期。 
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Abstract  In this paper, weakly almost periodic of C-semigroup is studied, Let ( )u ⋅ is almost-orbit 

of a bounded C-semigroup on a Banach space X, assuming that ( )u ⋅  has weakly relatively compact 

range in X, We obtain that ( )Cu ⋅  is weakly almost periodic. In particular, in the case that X is reflexive 

Banach space，we show the same concusion without the assumption of condition that is weakly relatively 

compact in X is unnecessary for the same concusion. Accordingly we have weakly almost periodic of 

point in a bounded C-semigroup. 
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推动和发展起来的强连续半群、C-半群近来引起了广泛的注意[1~4]。众所周知，生成C-半群的算子类比生成

强连续半群的算子类要大得多。弱概周期性是函数的一种重要性质，它和概周期性、遍历性、渐近稳定性

及渐近概周期都有密切关系。众多作者都对C0-半群的弱概周期性进行了系统的研究[5~6]，但至今对C-半群的

弱概周期性的研究仍不深入，因它与C0-半群的弱概周期性有本质区别，本文对这一问题进行了探讨。 

1  预  备 

    所有算子都是线性的， ( )D A 是 A 的定义域， X 是Banach空间， ( )B X 是 X 上的所有有界线性算子所组

成线性空间， ( )C B X∈ 且是单射的， ( )R C 是C 的值域。 [0, )R + = +∞ ， ( , )b XC R + 是从R+ 到 X 的所有有界连

续函数空间。w R+∈  和 ( , )b R Xf C +∈ ，设 ( ) ( )w t f t wf = + , t R+∈ ， ( ) { : }wH f w Rf += ∈ 是 f 在 R+ 上所有
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平移集。 
定义1  称 ( ) ( )( 0)T t B X t∈ ≥ 为Banach空间 X 上的C-半群，如果 (0)T C= ，

0
lim ( )
t

T t x Cx
→

= ， x X∀ ∈ ，及

( ) ( ) ( ), , 0CT t s T t T s t s+ = ∀ ≥ 。 又 称 由
0

( ) { , ( ( ) ) /lim
t

D A x X T t x Cx t
→

= ∈ − 存 在 且 在 ( )R C 中 }, Ax =  

1

0
[ ( ( ) ) / ]lim

t
C T t x Cx t−

→
− 定义的线性算子 A为C-半群 ( )T t 的生成元。 

定义2  称函数 ( , )b Xf C R+∈ 是弱概周期的, 如果 ( )H f 在 ( , )b XC R+ 是弱相对紧的，弱概周期函数空间

称 ( , )W XR+ 。

定义3  称函数 ( , )u C XR+∈ 是C-半群 ( )T t 的概轨道, 如果 1limsup || ( ) ( ) ( ) | | 0
h Rt

u t h C T h u t+
−

∈→∞
+ − = 。 

命题1 [5]   对函数 ( , )b Xf C R+∈ ，下面结论是等价的:

1) ( , )u W XR+∈ 。 

2) 存 在 唯 一 确 定 函 数 ( , )g AP R X∈ 和 0 ( , )W XRϕ +∈ 使 得 |Ru g ϕ+= + 。 其 中 0( , )XW R+ =

0( , ), ( ) 0}{ : lim
t

X tW R ϕϕ ϕ
→+∞

+ =∈ 。 

3) ( )n nφ ， *(( , ))m m mt x 分别是 R+ 和 *X
R B+ × 的任意序列，如果极限 *limlim ( ),m n mn m

u t xα φ= < + > 和

*limlim ( ),m n mm n
u t xβ φ= < + >存在，则α β= 。 

2  C-半群的弱概周期性 

C-半群 ( )T t 的概轨道是比较多的，例如容易验证若 ( )T t 是 X 上有界的C-半群, 0x X∈ ， 1( , )f L R X+∈ ，

则 0)( xtT 和
 

0  0
( ) ( ) ( ) ( )d

t
u t T t x T t s f s s= + −∫ 都是C-半群 ( )T t 的概轨道。本文的主要结果是定理1，为了证明此

结果先从一引理开始。 

    引理1  设 )(⋅u 是 X 上有界C-半群 ( )T t 的概轨道，则 ( )Cu ⋅ 在 [0, )+∞ 上一致连续。 

证：令 0 || ( ) ||sup t T tM = ≥ 和 1
0 || ( ) ( ) ( ) ||( ) sups u t s C T s u ttΦ −+ −= ≥ 。由概轨道的概念可知对 0ε∀ > ，存在

0 0 ( ) 0t t ε= > 使 得 当 0t t≥ 时 有 ( ) /max(3|| ||,3 )t C MΦ ε< 。 又 因 )(⋅u 在 ]1,0[ 0 +t 是 一 致 连 续 ， 存 在

( ) 0 1)δ δ ε δ= > <（ 使得当 0, [0, 1] | |t t t t t δ′ ′∈ + − <且 时有 || ( ) ( ) || /max(3|| ||,3 )u t u t C Mε′− < 。 

当 0[0, }t t∈ ，则 0[0, 1]t t′ ∈ + 和 || ( ) ( ) || || || || ( ) ( ) || / 3Cu t Cu t C u t u t ε′ ′− ⋅ − <≤ 。 

当 0t t> ，有 

0 0 0 0 0 0 0 0|| ( ) ( )|| || ( ) ( ) ( )|| || ( ) ( ) ( )|| || ( ) ( ) ( ) ( )||Cu t Cu t Cu t T t t u t t t Cu t T t t u t T t t u t t t T t t u t′ ′ ′ ′− − − − + + − − + − − + − −≤ ≤ 

  0 0 0 0||C|| ( ) || ( ) ( ) | | || || ( )t t t M u t t t u t C tΦ Φ′ ′− + + − + − + ε<

因此， ( )Cu ⋅ 在 [0, )+∞ 上一致连续。 

定理1  设 ( )T t 是 X 上有界的C-半群， )(⋅u 是C-半群 ( )T t 的概轨道， ( ) { ( ) : 0}u u t tγ = ≥ 在 X 中是弱紧的，

则 ( )Cu ⋅ 是弱概周期的。 

证：设 ( )n nφ ， *(( , ))m m mt x 分别是 R+ 和 *X
R B+ × 的任意序列，如果极限 *limlim ( ),m n mn m

Cu t xα φ= < + > 和
*limlim ( ),m n mm n

Cu t xβ φ= < + > 存在，由命题1可知只要显示 βα = 就行。下面分两种情况证明： 

1) 当 ( )n nφ 是有界时。

不妨设 ( )n R nφ φ +→ ∈ →+∞ ，由引理1可知 )(⋅Cu 在 ),0[ +∞ 上一致连续,因而有对任意 0>ε ，存在 Nn ∈0 ，

当 0n N> ， 0t > 时 有 || ( ) ( ) ||nCu t Cu tφ φ ε+ − + < 。 从 而 可 以 得 到 *limlim ( ),m n mm n
Cu t xβ φ= < + >=

*lim ( ),m mm
Cu t xφ< + > 。令 *lim ( ),n m n mm

Cu t xα φ= < + > ,当 0n N> 有 *| | lim | ( ) ( ), |n m n m mm
Cu t Cu t xα β φ φ ε− = < + − + > < ，

因而有 lim nn
α α β= = 。 

2) 当 ( )n nφ 是无界时。

设 ( )n nφ → ∞ → +∞ 和 ( ( ))n nu φ 弱收敛于 0x X∈ (因 )(uγ 在 X 中是弱紧的)。对每一m N∈ ,因为 )(⋅u 是C-半

群 0{ ( )}tT t ≥ 的概轨道，则有 
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* * *lim ( ), lim( ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), )m n m m n m n m m n mn n
Cu t x Cu t T t u x T t u xφ φ φ φ< + >= < + − > + < > ≤  

1 * *|| ||lim ( ) ( ) ( ), lim ( ) ( ),m n m n m m n mn n
C u t C T t u x T t u xφ φ φ−< + − > + < >=  

*
0( ) ,m mT t x x< >  

即有 *
0lim ( ) ,m mm

T t x xβ = < > 。又因 * *( ( ) )m m mT t x 是 *X 中一个有界序列，则存在 * *
0x X∈ 和 * *( ( ) )m m mT t x 中子序列

* *( ( ) )m mT t x
λ λ λ 弱*收敛于 *

0x 。因此 0ε∀ > ，存在 0n N∈ ，使得当 0n N> 有 

1) *
0 0| ( ) , | / 2nu x xφ ε< − >< 。 

2) 1|| ( ) ( ) ( ) || /(2|| ||)n nu t C T t u Cφ φ ε−< + − < , 0t∀ ≥ 。 

再令 *lim ( ),n m n mm
Cu t xα φ= < + > ,当 0n N> 有 

  *
0| | lim | ( ) ( ) , |n m n m mCu t T t x x

λ λ λλ
α β φ− = < + − >≤  

* *
0lim | ( ) ( ) ( ), | lim| ( ) ( ) ( ) , |m n m n m m n m mCu t T t u x T t u T t x x

λ λ λ λ λ λλ λ
φ φ φ< + − > + < − >≤  

* *
0lim | ( ) , ( ) |

2
n m mu x T t x

λ λλ

ε
φ+ − >≤  

*
0 0lim | ( ) , |

2
nu x x

λ

ε
φ+ − > ε<

因而有 lim nn
α α β= = 。 

由定理1和自反的Banach空间的性质易得到下面两个推论。 

推论1  设 ( )T t 是 X 上有界的C-半群， 0x X∈ ，则有 

1) 若 0{ ( )T t x ，t≥ 0}在 X 中是弱紧的，则 0( )T Cx⋅ 是弱概周期的； 

2) 若 1( , )f L R X+∈ ，
 

0  0
( ) ( ) ( ) ( )d

t
u t T t x T t s f s s= + −∫ ， ( ) { ( ) : 0}u u t tγ = ≥ 在 X 中是弱紧。则 ( )Cu ⋅ 是弱概周

期的。 

推论2  设 X 是自反的Banach空间， ( )T t 是 X 上有界的C-半群， 0x X∈ ，则有 

1) 0( )T Cx⋅ 是弱概周期的； 

2) 若 1( , )f L R X+∈ ， 0
0

( ) ( ) ( ) ( )d
t

u t T t x T t s f s s= + −∫ ，则 ( )Cu ⋅ 是弱概周期的。
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