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一类记数问题的规划解法 
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【摘要】针对一类偏序关系的记数，根据其特征将其转化为一类不定方程组的非负整数解的个数，利用母函

数的方法得到了解的递推公式及其组合意义，并给出了与之联系的有趣的三角形数表。 
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Abstract  A relation of equivalence on a finite set is discussed, and it is transformed into the 

number of solutions of an indefinite system of equations. Formula and their combinatorial meaning of 

nonnegative integral solution of such equations are given. 
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有限集上各种关系的数目计算与著名难题 n 上拓扑数目密切相关。为解决此难题，本文研究了有限集

上各种关系及其等价类的数目计算公式或近似计算公式[1]。 

1  一类计数问题 

设A { }naaa ,,, 21 L= 是 n 个元素的集合，“ ≤ ”是A上一个自反的、反对称的关系。令 

{ }1k i iM a A n k a= − +中恰有 个元≤ ， nkMx kk ,,2,1 L==  

称 ( )nxxx ,,, 21 L 为关系“≤ ”的特征向量。两个自反的、反对称的关系等价是指它们有相同的特征向量。下面

讨论A上自反的、反对称关系的等价类的题目。 

因“≤ ”具有自反性，A中有n个元素，由 ( )nixi ,,2,1 L= 定义知：A上“≤ ”的特征向量 ( )nxxx ,,, 21 L 必须满

足方程 
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反之，式(1)的任一组解 ( )nxxx ,,, 21 L ，必存在具有自反性及反对称性的关系，它的特征向量为：
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( )nxxx ,,, 21 L 。因此，问题归结为求式(1)的解的个数。 

问题的解法：方程组式(1)中的第一式与解的个数无关，因此只需求 
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的非负整数解。 

定理 1  设不定方程组式(2)的解的个数为 na ，则 n
nn C

n
a 21

1

+
= (本文提到方程组的解均指非负整数解)。 

证明  设 { }nKnxxxx nn ,,2,1,121 LL ∈∀=++++ − ，令 

1 2 1 1, 2, , 1ix x x i i k+ + + − = −L L≤                            (3) 

kxxx k =+++ L21                                    (4) 

1 1,2, , 1k k jx x j j n k+ ++ = − −L L≤                            (5) 

的解集为 nka (注：当k=1时，只有式(4)和式(5)，当 nk = 时，只有式(3)和式(4)）。而1) hk ≠ 时， =nknk aa ∩ Φ；

2) ∑ =
=

n

k
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1
；3) nka 的元素个数为 knk aa −− ⋅1 (设 10 =a )。由式1～3得 

012110 aaaaaaa nnnn −−− +++= L  

设数列 { }na 的母函数为 ( ) ∑=
∞

=0n

n
n xaxf ，注意到 11 =a ， )(xf 适合方程 01)()(2 =+−⋅ xfxfx 。又因

)411()2()(,1)0( 1
0 xxxfaf −−=== − ，把 2/1)41( x− 展开代入上式可得 
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故通项公式为 
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=                                   证毕 

2  结论拓广及应用实例 

定理 2  设m、k是非负整数，m≥2n+k −2，记不定方程组 
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的非负整数解的个数为 )(kbn ，则 
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由于 1)(2 += kkb ，式(7)为递推公式。方程组 
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的解的个数为 )(1 kbn+ ，将其解分为以下两部分： 

1) 00 =x ，式(8)变为 
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其解的个数为 )2( +kbn ； 

2) 00 ≠x ，式(8)变为 
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令 ),,2,1(  ,100 nixyxy ii L==−= ，则得 
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可见其解的个数为 )1(1 −+ kbn ，从而有 )2()1()( 11 ++−= ++ kbkbkb nnn ，反复利用上式并考虑到

)2()0(1 nn bb =+ 得 

)2()3()2()(1 ++++=+ kbbbkb nnnn L  

例  甲、乙两人参加竞选，由于某原因，甲的得票至少是乙得票的2倍时，才算甲当选。设乙得票n张，

甲得票2n+k张，问甲的得票至少是乙得票的2倍的唱票记录有多少种可能？ 
解  用 1 2 (1 )ix x x i n+ + +L ≤ ≤ 表示票箱中剩有乙的 1−i 张票时所剩甲的票数，问题转化为求不定

方程组 
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的非负整数解的个数，故所求的唱票种数为 )(1 kbn+ 。 

关于解的个数的三角形数学运算规律如图1所示。图中给出了式(6)当 0=k 及 1=k 时解的个数。图中

“—”、“~”分别对应于 0=k 及 1=k 。 

定理 3  设m、k、d是非负整数， 0, ( 1)d m k n d> + −≥ ，记 )(kCn 为不定方程组 
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的非负整数解的个数，则 
)()1()()(1 kdCdCdCkC nnnn +++++=+ L  
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                1 

               2  

              3   

             4 3   

            5 7    

           6 12     

          7 18 12     

         8 25 30      

        9 33 55       

       10 42 88 55       

      11 52 130 143        

     12 63 182 273         

    13 75 245 455 273         

…                 

图1  解的个数的三角形数字图 

证明方法与定理2完全类似，同样也可给出方程组式(9)的组合意义及与之联系的三角形数字图。更一般

地有： 

定理 4  设 naaa ,,, 21 L 及m 为正整数，且 1 2 na a a mL≤ ≤ ≤ ≤ ，记不定方程组 

1 2 1

1 1

1 2 2

1 2

             

n

n n

x x x m

x a

x x a

x x x a

++ + + =

 +


 + + +

L

M
L

≤

≤

≤

                                   (10) 

的非负整数解的个数为 ),,,( 21 naaaf L ，则 

+= ),,,(),,,( 3221 nn aaafaaaf LL ++−−− LL )1,,1,1( 32 naaaf  

               ),,,( 11312 aaaaaaf n −−− L                           (11) 

证明  类似于定理2的证明，将式(10)的非负整数解分为 01 =x 与 01 ≠x 两部分。式(10)满足 01 =x 的解

的个数为 ),,,( 21 naaaf L ，满足 01 ≠x 的解的个数为 )1,,1,1( 32 −−− naaaf L ，故 
+= ),,,(),,,( 3221 nn aaafaaaf LL )1,,1,1( 32 −−− naaaf L                  (12) 

注意到 ),,,(),,,,0( 1131211312 aaaaaafaaaaaaf nn −−−=−−− LL ，反复利用式(12)可得式(11)。 
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