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电磁场时域解的差分-谱混合方法 
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【摘要】经典的时域有限差分方法由于受到稳定性条件限制，在分析含有细微结构的散射体时，计算代价很

高。为克服这一缺陷，提出了一种求电磁问题时域解的差分-谱混合方法。文中采用适当近似，将Maxwell方程中

各物理量作周期延拓，利用延拓前后各物理量在第一个周期上保持不变，其频谱由连续谱变为离散谱的特性，将

连续谱问题转化为离散谱求解。周期延拓后，空间各点场量的离散谱通过求解频域Maxwell差分方程得到，利用

Fourier逆变换导出原问题的时域解。该方法的优点是不受稳定性条件的限制，对处理散射体特征结构尺寸远小于

激励源波长的电磁问题明显优于FDTD方法，而且它能处理任何线性色散介质，和完全匹配层边界条件结合使用时

不需要额外代码。数值试验表明，该方法实现简单，精度高。 
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Abstract  A novel difference-spectrum hybrid numerical technique is proposed in this paper. In 

this method, each time dependent variable in Maxwell’s equations is periodically continued with proper 

approximation, which results in the conversion of the continuous-spectrum problem to a discrete one by 

virtue of the consistent of solution before and after periodical continuation in the first period. The discrete 

spectra of the field quantities after continuation are obtained from difference Maxwell curl equations in 

frequency-domain and the time-domain solution of the original problem is derived from their inverse 

Fourier transforms. The strong point of the proposed method is its high capability of calculating any 

dispersive media and utilizing PML boundary condition without additional codes. Due to its 

unconditional stability, this technique excels Yee’s FDTD in dealing with electromagnetic problems 

where the characteristic sizes of the scatter are much larger than the wavelength of the stimulant source. 

Numerical experiments demonstrate its effectiveness, easy implementation and high precision. 
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 随着时域有限差分方法(Finite-Difference Time-Domain, FDTD)的快速发展[1]，差分技术在电磁计算中的
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应用日益突出。虽然该方法在时域内通过一次求解可以得到宽频带上的响应，但它处理色散介质的能力却

十分有限，仅能计算Debye或Lorentz介质[2～4]。事实上很多实际存在的介质并不能用这两种介质模型所描述，

如动物组织，其电容率是频率的复杂函数。FDTD方法不能处理一般色散介质的原因在于时域内极化率和场

量的数字卷积是一个代价很高的运算。另外，在计算散射体特征结构(如小孔或小槽)远小于激励源波长的电

磁问题时，由于受到稳定性条件的限制，FDTD需要计算的步骤太多，需要大量的计算资源，甚至导致计算

无法实现。谱域内求解Maxwell方程组是在单个频率点上进行的，它和介质电容率(磁导率)在频域的表达方

式无关，同时也不存在稳定性问题。本文利用谱方法处理时间变量，采用差分方法处理空间变量，提出了

一种求电磁问题时域解的新方法。 

1  差分-谱混合方法 

考虑如下频域Maxwell方程组 
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式中  )(ωε , )(ωµ 分别为张量电容率和磁导率，各场量均为空间位置和频率的复函数。采用Yee氏交错网格

的中心有限差分，将式(1)离散化并消除磁场分量，得到电场的方程 

JEM =                                          (2) 

式中  T
zyx

T
zyx JJJEEE },,{     ,},,{ == JE 。系数矩阵M每行只有13个非零元素的稀疏矩阵，并且对于介

质相同的点，在系数矩阵中对应的元素也相同，这使得可以利用特殊的处理技术节约计算资源。 

 设置激励源 ),( ωrJ ，解方程组(2)，可以得到空间各点电场在频率点ω 上的响应。如果激励电流源的频

谱是由有限分离的频率点组成，分别在每个频率点上解方程(2)，然后再将这些结果组合起来容易得到空间

各点的时域解。然而，对于实际存在的，持续时间有限的脉冲激励源，其频谱一般是连续的并占有一定的

带宽。为了得到时域解，需要知道在激励源所占有的带宽内各频率点上的响应。显然，在连续无限多的频

率上实现这一点较困难。为此，考虑如下时域Maxwell方程 
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式中  he χχ 和 分别为张量极化率， 00 µε 和 分别为真空电容率和磁导率。在激励源持续时间有限的情况下，

式(3)中各场量在经过充分长时间后必衰减到足够小，以致可以忽略。选择充分长时间T作为周期，将式(3)

中各含时量延拓为 ),( +∞−∞∈t 上的周期函数。此时式(3)的解在 ],0[ Tt ∈ 上和没有作周期延拓前是一致的。

虽然式(3)的频域形式对应着式(1)，但周期延拓后，式(1)在频域内的解变为离散谱。就可以通过求解频域内

的离散谱而得到场量在 ],0[ Tt ∈ 内的时域解。由Fourier级数的收敛性可知，通过求解有限多项离散谱得到符

合一定精度的时域解。所求离散谱的数目N取决于周期T的选择，激励源的带宽和计算精度的要求。 

 假设通过式(2)得到某点场量的频谱为 
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则该场量在 ],0[ Tt ∈ 内的时域形式为 
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上述将连续谱问题转化为离散谱求解在物理上可解释为对同一有限时间电磁过程进行无限次重复。 

 对式(5)也可以换一个角度来理解。在没有进行周期延拓前，场量的频谱为 )(ωf 。由Fourier变换，其时

域形式为 
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由于 )(ωf 占有一定带宽[−Ω, Ω]，式(6)中的积分可近似用逐段求和代替，选择求和步长为 Tπ2 ，则 
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为延拓后对应的周期函数的Fourier变换。 

上面的方法在 0=ω 的情况存在困难。经过分析发现，根本无需求 0=ω 时的解，因为对于任何散射问

题，当激励源结束后经过充分长时间，散射场逐渐衰减到0。通过式(5)将已经得到的2N项组合起来 
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然后加上一个常数修正量，使 0)( =TF ，最终得到的时域解为 
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方程(2)的求解是在离散的频率点上进行的，它对 µε和 的表达方式没有限制，适用任何色散的线性介质。

这一优点使得在计算域的周围设置PML界条件尤为方便。如果采用不需要进行场分裂的单轴各向异性匹配

层(UPML)介质[6]，仅需要对相应区域内的电磁参数根据UPML的要求进行赋值，不需要对程序代码作任何

额外的改动。 

无论是计算色散还是非色散介质，该方法的另外一个好处在于它不象Yee方法一样受稳定性条件的限

制，对于计算激发源波长远大于散射体细小特征结构的问题可大大节约计算资源。对于激发源为时谐波的

情况，该方法仅需一次求解就可得出所有空间点上的场量。 

2  数值试验 

 为检验上面的计算方法，首先计算了厚度为 mm 40=d 的无限大色散介质板对垂直入射脉冲波的透射。

空间网格 mm 4=∆ ，电流源 2/2 e)()( ststtJ −= ( 1s  10 −=s )设置在距离介质板左表面边 ∆5 处，检验点距离介质

板右表面 ∆10 。先假设板中的介质为Debye介质，其电容率为

)i1/()( ωτεεεε +−+= ∞ss ， ( 8.1=sε ， 81=∞ε ，

s 104.9 12−×=τ )选择延拓周期 ns  400=T ，计算的最高频率

为100 MHz，结果如图1所示。其中同时给出了利用色散介质

时域有限差分((FD)2TD)方法计算的结果。从中可以看出，本

文的计算方法在处理Debye介质时和(FD)2TD方法得到的结

果一致性很好。为说明该方法在计算一般色散介质上的应用，

令 ))i(1/()( 1 αωτεεεε −
∞ +−+= ss ( 8.0=α )，保持其他计算参

数不变，对上面的问题进行了重新计算，结果如图2所示。图

3所示是它所对应的频谱和FDTD在单频上计算结果的比较，

从中可以看出两者的结果是吻合的。为了简便，边界条件一

律采用一阶Mur吸收边界条件[7]。 
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图1  透射波电场随时间的变化 
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图2  透射波电场随时间的变化                         图3  图2中电场的归一化谱 

3  结 论 

本文提出了一种计算电磁问题时域解的差分-谱混合方法。该方法能够处理一般色散介质，易于和PML

边界条件结合。数值实验表明该方法具有FDTD方法的精度。由于没有稳定性条件限制，该方法在计算特征

尺度远小于激发波源的波长的问题上能节约大量计算资源。 
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