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关于图的并的严格强控制数 
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【摘要】图的严格强控制数是图的符号控制数的推广，该文在图的符号控制数的基础上，研究了图的严格强

控制数，并且决定了一些图的并的严格强控制数。通过对图的并的严格强控制数的研究，进一步得到了一些图的

并的严格强控制数与图的阶数的关系。 
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Abstract  In this paper, the signal majority domination number of graphs is generalized to strict 

majority domination number of graphs. We investigated the strict majority domination number of some 

unions of graphs based on the signal majority domination number of graphs. According to study for strict 

majority domination number of some unions of graphs, we determined the strict majority domination 

number of some unions of graphs and discuss relation the strict majority domination number of some 

unions of graphs and order number of graphs. 
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1  注 记 

图的严格强控制数是图的符号控制数的推广。对于图的符号控制数，文献[1～4]已有一些结果，严格强

控制数的结果却很少，本文讨论了一些图的并的严格强控制数。 

本文所考虑的图均为简单无向图，未说明的术语与记号见文献[5]。 

设图 { , )G V E= ， G 表示图 G 的补图，对于 v V∈ , [ ] { | } { }N v u vu E v= ∈ U 称为 v 的闭邻域，函数

: { 1,1}f V → − ，记 f 的权为 ( ) ( )v Vf V f v∈= ∑ ，且记 [ ][ ] ( )u N vf v f u∈= ∑ 。 

定义1  若函数 : { 1,1}f V → − ，使得V 中多于一半的顶点v 有 [ ] 1f v ≥ ，则称 f 为G 的V 上的严格强控

制函数， ( ) min{ ( ) | }smaj G f V f G= 为 上严格强制函数 称为图G 的严格强控制数[6]。 

2  图的并的严格强控制数 

定理 1  整数 1n m> ≥ ，G 是m 阶图且 nH K G= U ，则
1 ,

( )
2 ,

m n
smaj H

m n

−
= 

−

为奇数

为偶数
。 
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证  首先，设 mn VVV ,, 分别是 GKH n ,, 的顶点集，设 f 是满足 )()( HsmajVf = 的严格强控制函数。由于

mn > ，由鸽巢原理，必有顶点 nVv ∈ 使得 [ ] 1f v ≥ 而 ( ) ( ) [ ] ( ) 1msmaj H f V f v f V m= = + −≥ 。又 )(Vf 与

| |V m n= + 的奇偶性相同，故有 

1         
( )

2         

m n
smaj H

m n

−


−

为奇数
≥

为偶数
 

其次，定义V 上的函数 

1 [( 1) / 2]
( )

1       
nV n

f v
+

= 
−

中 个顶点

其他

  

因为对 nV 中的任一顶点 v ，有 [ ] 1f v ≥ ，故 f 是 H 的严格强控制函数。而又
1 ,  

( )
2 ,  

m n
f V

m n

−
= 

−

为奇数

为偶数
，因而

有
1 ,  

( )
2 ,  

m n
smaj H

m n

−


−

为奇数
≤

为偶数
，综上便得

1 ,  
( )

2 ,  

m n
smaj H

m n

−
= 

−

为奇数

为偶数
。                           证毕 

定理 2  
3 ,  

( )
4 ,  n

n n
smaj K K

n n

−
= 

−
U

为奇数

为偶数
。 

证  设 nG K K= U , , nV V 与 nV ′分别为 , ,n nG K K 的顶点集。一方面，定义G 的V 上的函数 

1 [( 1) / 2]

( ) 1

1

n

n

V n

f V V

+
 ′= 
−

中的 个顶点

一个顶点

否则

 

容易看出 f 是G 的一个严格强控制函数，且有
3 ,

( ) ( )
4 ,

n n
smaj G f V

n n

−
= 

−

为奇数
≤

为偶数
。 

另一方面，设 f 是使得 ( ) ( )f V smaj G= 的G 的严格强控制函数，则在 nV 中至少有一顶点 1v 使得，

1[ ] 1f v ≥ 且 nV ′中至少有一顶点 1v ′使得 1( ) 1f v ′ = ，故 1( ) ( ) [ ] ( ) 1 1 ( 1)nsmaj G f V f v f V n′= = + + − −≥ 3 n= − 。而

又 ( ) ( )smaj G f V= 与 2V n= 有相同的奇偶性，故有 

3         
( )

4         

n n
smaj G

n n

−


−

为奇数
≥

为偶数
 

综上两方面便有定理结论。                                                            证毕 

定理 3  整数 2m n> ≥ ， ( )m nsmaj K K =U

2 ,

3 ,

4 , ,

n m n

n m

n m n

−
 −
 −

为偶数， 为奇数

为奇数

均为偶数

。 

证 设 m nG K K= U ,V , mV , nV 分别为G , mnK , nK 的顶点集。首先，定义V 上的函数 

1 [( 1) / 2]

( ) 1 ( 1) / 2]

1

n

m

V n

f V V m n

+
= − +
−

中的 个顶点

中的[ 个顶点

否则

 

易验证 f 是G 的严格强控制函数，且 

2  

( ) ( ) 3  

4  ,

n m n

smaj G f V n m

n m n

−
= −
 −

为偶数， 为奇数

≤ 为奇数

均为偶数

 

其次，设 f 是使得 ( ) ( )f V smaj G= 的G 的严格强控制函数。 

如果存在 1 nv V∈ 使得 1[ ] 1f v ≥ ，又 nv 中所有的顶点都有相同的闭邻域，故对 nV 中所有的顶点 v 都有

[ ] 1f v ≥ ，而此时亦至少有 mV 的[( 1) / 2]m n− + 个顶点 v 使得 ( ) 1f v = ，因而有 
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2         ,  

( ) ( ) 3         

4         ,

n m n

smaj G f V n m

n m n

−
= −
 −

为偶数 为奇数

≥ 为奇数

均为偶数

 

如果 nV 中没有顶点 v 使得 [ ] 1f v ≥ ，则 mV 中必须至少有[( 1) / 2]m n− + 个顶点 v ，则 ( ) 1f v = ，则有 
( ) ( ) ( ) ( ) [( 1) / 2] ( [( 1) / 2])m nsmaj G f V f V f V m n m m n n= = + − + − − − + −≥ = 

                       2[( 1) / 2]m n m n+ + − − ≥

2         ,  

3         

4         ,

n m n

n m

n m n

−
 −
 −

为偶数 为奇数

为奇数

均为偶数

 

 

综上便有定理结论。                                                                  证毕 

引理 1[6]  
1,  

( )
2,  n

n
smaj K

n


= 



为奇数

为偶数
。用 nlK 表示 l 个 nK 的并。 

定理 4  
2,  

(2 )
4,  

n

n
smaj K

n


= 



为奇数

为偶数
。 

证  设 f 是 2 nK 的严格强控制函数，则 2 nK 中的每个分支各至少有一个顶点v 使 [ ] 1f v ≥ ，又 2 nK 的每

个分支都是完全图 nK ，因而每个分支的每个顶点都有相同闭邻域，故 2 nK 的每个分支的权重都为正，由引

理1得每个分支的正权重的最小值为1( n为奇数)或2( n为偶数)[6]，故 

2        
(2 )

4        n

n
smaj K

n


= 



为奇数

为偶数
                               证毕 

用定理4同样的方法不难得到下面的定理。 

定理 5  对正整数 ,l n 且 3l≥ ，则 

[ / 2] [ / 2]         ,

( / 2 1) ( / 2 1)         ,
( )

( 1) [ / 2]         ,

( 2) ( / 2 1)         ,

n

l l n l n

l l n l n
smaj lK

l l n l n

l l n l n

−
 + − −= 

+ −
 + − −

均为奇数

为偶数 为奇数

为奇数 为偶数

均为偶数
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