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相对论Birkhoff系统的积分不变量 
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【摘要】研究相对论Birkhoff系统的积分与积分不变量的构造,建立相对论Birkhoff系统的等时变分方程和非等

时变分方程，由此证明：由已知系统的一个第一积分，可以构造系统的一个积分不变量.并给出了它的逆定理。 
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Abstract  The relativistic integral invariants of Birkhoffian systems are studied. The simultaneous 

variant equations and non-simultaneous variant equations to the relativistic Birkhoffian systems are 

constructed respectively. we demonstrate a theorem, i.e. by virtue of a given first integral of  the system, 

a integral invariant of system may be constructed, and further give it’s inverse theorem. 
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力学系统的第一积分与积分不变量是运动方程积分理论的重要内容，而且第一积分与积分不变量之间

有着密切联系。文献[1]对于完整系统提出：已知一个第一积分可以确定一个积分不变量。文献[2, 3]中分别

将文献[1]结论推广到非完整系统和Birkhoff系统，文献[4, 5]分别研究了非完整系统和Birkhoff系统的非等时

变分方程与积分不变量的构造。本文将进一步研究相对论Birkhoff系统的第一积分与积分不变量的构造。 

1  相对论Birkhoff系统的等时变分方程与积分不变量的构造 

相对论Birkhoff方程的一般形式为[6] 
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若相对论Birkhoff方程(1)非奇异，即设 0)det( * ≠µνΩ ,式(1)可写成 
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用 µµ δaa + 代替式(2)中的 µa ，并忽略 µδ a 的二阶及以上小量，得到 
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    µ, ν, ρ, χ, σ =1,2,⋯,2n     (3) 

其中 

µρνρ
µν δΩΩ =**                                      (4) 

称式(3)为相对论Birkhoff式(2)的等时变分方程。 

研究由系统的第一积分来构造一类基于等时变分的积分不变量。假设相对论Birkhoff系统式(1)有一个第

一积分，形如 

=),,(* atmΦ const                                     (5) 

证明  对于时间任意可微无限小函数 µδa ，表达式 
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是系统的一个积分不变量，其中 ],),,([),(
~~ *** atatmat ΦΦΦ == 。 

实际上，利用相对论Birkhoff系统的运动式(1)，等时变分方程式(4)、(5)，有 

            =




















∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=








∂
∂

= ∫ ∫ µν
µνµ

µ
µ

µ
µ

δ
ΦΦ

δ
Φ

δ
Φ

aa
aaat

a
ta

a
att

I
&

*2*2** ~~

d
d

~~

d
d

d
d

 

                ∫






+






















∂
∂

−
∂

∂

∂

∂
−

∂∂

∂
+

∂∂

∂

∂

∂ ρσ
σ

χσ
ρ

νχ

ρ
ν

ρν
µν

µ
δΩ

Ω
Ω

Φ
a

t

R

a

B

aat

R

aa

B

a

**
*

**2*2
*

* ~~~~~
 





















∂

∂
+

∂

∂

∂∂

∂
+

∂∂

∂ ρχ

χ
νχ

ρν
ρ

ρ
δΩ

Φ
δ

Φ
a

t

R

a

B

aa
a

at

**
*

*2*2 ~~~~
    µ, ν, ρ, χ, σ =1,2,⋯,2n             (7) 

因为 *~
Φ 是相对论Birkhoff系统式(1)的一个第一积分，因此有 
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将式(8)对 ρa 求偏导数，得 

+










∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+










∂
∂

+
∂
∂

∂∂
∂

+
∂∂

∂
t

R

a

B

aat

R

a

B

aata

******
*

*2*2 ~~~~~~~
ν

νρ

µν

µ
ν

ν
µν

µρρ

ΩΦ
Ω

ΦΦ
 

0
~~~ *2*2

*
*

=










∂∂

∂
+

∂∂
∂

∂
∂

ta

R

aa

B

a ρ
ν

νρ
µν

µ
Ω

Φ
    µ, ν, ρ =1,2,⋯,2n                  (9) 

将式(4)两端对 ρa 求偏导数，得 
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将式(10)代入式(7)并利用式(9)得 
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于是有如下定理： 

定理 1  如果相对论Birkhoff系统式(1)有形如式(5)的一个第一积分，则表达式(6)是该系统的一个积分不

变量。 

证明  定理1的逆定理也成立，即有： 

定理 2  如果相对论Birkhoff系统式(1)有形如式(6)的一个积分不变量，那么该系统一定有一个形如式(5)

的第一积分。 
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2  相对论Birkhoff系统的非等时变分方程与积分不变量的构造 

根据非等时变分∆和等时变分δ 的关系式，有 

taaa ∆+=)∆( µµµ δ &     µ =1,2,⋯,2n                           (12) 

在式(2)中，用 µµ aa ∆+ ， tt ∆+ 分别代替 µa ，t展开后并忽略 µa∆ 、 t∆ 的二阶及以上的小量，有 
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考虑到式(2)，由式(13)便得相对论Birkhoff系统的非等时变分方程 

×






∂

∂
−

∂
∂

+
∂∂

∂
+∆





























∂
∂

+
∂
∂

∂

∂
−

∂∂
∂

+
∂∂

∂
=∆ χσνχν

ν
ρσ

σ
χσ

ρ

νχ

ρ
ν

ρν
µνµ Ω

Ω
Ω

Ω
Ω *

*

2

*2*2**
*

**2*2
*

~~~~~~
)(

d

d

tt

R

ta

B
a

t

R

a

B

aat

R

aa

B
a

t
 







∆










∂
∂

+
∂
∂

+∆
















∂
∂

+
∂
∂

)(
d
d

~~~~ ****

t
tt

R

a

B
t

t

R

a

B ν
ν

σ
σ

    µ, ν, ρ, x, σ =1,2,⋯,2n                   (14) 

式(14)为相对论Birkhoff系统式(1)的非等时变分方程。 

下面由系统的第一积分来构造基于非等时变分的积分不变量。假设相对论Birkhoff系统式(1)有形如式(5)

的第一积分，可以证明：对于时间的任意可微无限小函数 t∆ ， µa∆ ，表达式 
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是系统的一个积分不变量，其中 ],),,([),(
~~ *** atatmat Φ=Φ=Φ 。 

利用相对论Birkhoff系统的运动微分方程式(1)，非等时变分方程式(14)、(4)，有 
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因为 *~
Φ 是相对论Birkhoff式(1)的一个第一积分，因此有 
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将式(17)代入式(16)，可以得 
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于是有如下定理： 

定理 3  如果相对论Birkhoff式(1)有形如式(5)的一个第一积分，则式(15)是该系统的一个积分不变量。 

容易证明，定理3的逆定理也成立，即有： 

定理 4  如果相对论Birkhoff系统式(1)有形如式(15)的一个积分不变量，那么该系统一定有一个形如式

(5)的第一积分。 

当取∆t =0，式(14)成为相对论Birkhoff式(1)的等时变分方程。所以定理1、2是定理3、4的特例。 



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 33 卷   

 

484

参  考  文  献 
[1] Whittaker E X. A treatise on analytical dynamics of particles and rigid bodies[M]. Fourth Edition. Cambridge: 

Cambridge at the University Press, 1952. 267-269 

[2] 梅凤翔. 非完整系统的第一积分与其变分方程特解的联系[J]. 力学学报, 1991, 23(3): 366-370 

[3] 梅凤翔, 吴惠彬. Birkhoff系统的第一积分与积分不变量[J]. 科学通报, 1999, 44(21): 2 262-2 264 

[4] 张解放. 非完整系统的非等时变分方程与积分不变量的构造[J]. 科学通报, 1992, 37(7): 661-664 

[5] Zhang Yi. Construction of the solution of variational equations for constrained birkhoffian systems[J]. Chinese 

Physics, 2002, 11(5): 437-440 

[6] 傅景礼, 王新明. 相对论性Birkhoff系统的Lie对称性和守恒量[J]. 物理学报, 2000, 49(6): 1 023-1 026 

 

编  辑  孙晓丹 

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

(上接第463页) 

参  考  文  献 
[1] Bluhm R, Kostelecky V A, Russel N. CPT and lorentz tests in hydrogen and anti-hydrogen[J]. Phys. Rev. Lett, 1999, 

82(11): 2 254-2 257 

[2] Eikema K S E, Walz J, Hänsch T W. Continuous wave coherent lyman-radiation[J]. Phys.Rev.Lett., 1999, 83(19):  

3 828-3 831 

[3] Holzscheiter M H, Charlton M. Ultra-low energy antihydrogen[J]. Rep. Prog. Phys., 1999, 62(1): 1-55 

[4] 于长丰. 逻辑力学原理[J]. 纺织高校基础科学学报, 1999, 12(3): 191-262 

[5] 于长丰. 强子口袋半径的一种计算方法[J]. 纺织高校基础科学学报, 2001, 9(3): 262-263 

[6] 曾谨言. 量子力学(第二卷)[M]. 北京: 科学出版社, 2001. 452-456 

[7] Holland P R. The quantum theory of motion[M]. Cambridge shire: Cambridge University Press, 1999. 153-156 

[8] 陈昌远, 沈宏兰. 最弱受约束电子势模型散射态的精确解[J]. 物理学报, 1997, 46(6): 1 055 

 

编  辑  孙晓丹 

 

 

 


