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高阶非线性控制系统相平面的实现 
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【摘要】提了基于二阶线性系统等倾线法绘制相平面原理，实现了高阶非线性控制系统相平面相轨迹的作图

算法。该算法与解析法相比具有计算简单、结果精度高的特点，其作图可推广到非线性微分方程的求解。实例结

果证明算法是有效的。 
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Abstract  In this paper a new concept of phase contrail of phase plane for higher order nonlinear 

control system based on isoclines method of second-order linear system is proposed. It features  

simplicity in calculation , higher  precision in consequence  compared with  analytic method .It can be 

applied generalized to solve non-linear difference equation.The results of example show that algorithm is 

effective. 
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非线性在实际控制系统中大量存在，当系统中非线性因素较强时，只能用非线性代数方程或非线性微

分方程描述，但对于非线性系统的研究并不需求得其时域响应的精确解，只通过求取系统的运动形式，以

解决稳定性问题为中心，对系统实施有效的控制。一般情况下，高阶非线性微分方程只能用工程上适用的

近似方法，如相平面法等图解法来解决。但相平面法只适用于一阶、二阶线性环节组合而成的非线性系 

统[1, 2]，对于高阶线性环节组合而成的非线性系统则较困难[3]。 

本文提出利用等倾线法原理，多步递推求取(dmX/dtm,dm+1X/dtm+1)相平面上相轨迹( 2, 3, ,3,2,1m n n= − − L )

点，最终求取(X,dX/dt)相平面上相轨迹，从而实现高阶非线性系统相平面作图。 

1  相平面法概述 

相平面法是通过图解法，将一阶和二阶系统的运动过程转化为位置和速度平面上的相轨迹，从而比较

直观准确地反映系统的稳定性，平衡状态和稳定精度，以及初始条件及参数对系统运动的影响。等倾线法

是求取相轨迹的一种常用的作图方法，其基本思想是先确定相轨迹的等倾线，绘出相轨迹的切线方向场，

然后从初始条件出发，沿方向场逐步绘制相轨迹，相轨迹的走向是按顺时针方向。 
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设二阶线性系统的微分方程为： 2 2d d ( ,d d )x t f x x t= ，则相轨迹微分方程为： 2 2(d d ) (d d )q x t x t= =  

d(d d ) d ( ,d d ) (d d )x t x f x x t x t= ，等倾线方程为：d d ( ,d d )x t f x x t q= 。其中 q为相平面上相轨迹点的切线

斜率。 
从初始点出发沿切线方向取一小线段代替该段相轨迹，则可获得由各小线段组成的折线，最后对该折

线作光滑处理，即得到所求系统的相轨迹。 

2  高阶非线性相平面思想 

设高阶非线性控制系统微分方程为： 
1
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式中  ( )ia x 为系统的结构参数，或为常数或为x的函数( 1,2, ,i n= L )； ( )f x 为 x 的非线性函数； ( )x t 为 n 阶

可微，且微分方程已进行首一化处理。已知初始条件 0d di iX t (i=0,1,2,⋯,n−1)；并假定 0 0 0, d dX x X t= =  
1 1 1 1

0 0 0d d , ,d d d dn n n nx t X t x t− − − −=L 。 

利用3个步骤可得到 ( ,d d )X X t 相平面上相轨迹： 

1) 作 2 2 1 1( , )n n n nd X dt d X dt− − − − 相平面上相轨迹，如图1a所示，图中初始点为 2 2 1 1
0 0(d d ,d d )n n n nx t x t− − − − ，

记为A点。相平面上过A点和坐标原点的直线斜率为： 
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过A点相轨迹切线斜率为： 
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过A点作一斜率为 2nq − 的短直线作为相轨迹的切线，并根据相轨迹按顺时针方向运动的特点，在短直线

上取一点(如图上B点)作为相轨迹的第二点，且A、B两点的距离为步距h= AB (h的大小决定相轨迹的作图精

度) [3]，由h及 2nq − 可以得到B点的坐标 2 2 1 1
1 1(d d ,d d )n n n nx t x t− − − − ，即相轨迹上第二点的位置。 

2) 作 3 3 2 2(d d ,d d )n n n nX t X t− − − − 相平面的相轨迹，起点为 3 3 2 2
0 0(d d ,d d )n n n nx t x t− − − − ，如图1b所示。设图

中起始点 3 3 2 2
0 0(d d ,d d )n n n nx t x t− − − − 为C点，则过C点和坐标原点的直线斜率为： 
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过C点相轨迹的切线斜率为： 
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图1  2 2 1 1(d d ,d d )n n n nX t X t− − − − 和 3 3 2 2(d d ,d d )n n n nX t X t− − − − 相平面             图2  ( ,d d )X X t 相平面 

图中相轨迹的第二点纵坐标应为图1a中所求出的 2 2
1d dn nx t− − ，利用等倾法相轨迹作图可知，相平面

3 3 2 2(d d ,d d )n n n nX t X t− − − − 上第二点(图中D点)应为过C点的相轨迹切线与 2 2 2 2
1d d d dn n n nX t x t− − − −= 的直线交

点。由 3nq − 及 2 2
1d dn nx t− − 可得到 3 3

1d dn nx t− − ，即确定D点坐标 3 3 2 2
1 1(d d ,d d )n n n nx t x t− − − − 。 

3) 作 4 4 3 3(d d ,d d )n n n nX t X t− − − − 相平面的相轨迹，起始点为 4 4 3 3
0 0(d d ,d d )n n n nx t x t− − − − ，根据2)确定相轨
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迹点的方法及求出的 3 3
1d dn nx t− − 可得到 4 4 3 3(d d ,d d )n n n nX t X t− − − − 相平面上相轨迹的第二点坐标

4 4 3 3
1 1(d d ,d d )n n n nx t x t− − − − ，即确定 4 4

1d dn nx t− − 值。按步骤 2)、 3)的方法可递推求出 5 5
1d dn nx t− − ，

6 6
1 1 1d d , ,d d ,n nx t x t x− − L 点值。 

相平面 ( ,d d )X X t 如图2所示。然后将
2 12 1

1 1 1 1, d d , ,d d ,d d
n nn nx x t x t x t

− −− −L 作为新的起始点，根据上述方

法从第一步开始求相轨迹下一点坐标
1 2 31 2 3

2 2 2 2 2d d ,d d ,d d , ,d d ,
n n nn n nx t x t x t x t x

− − −− − − L ，从而确定相平面

( ,d d )X X t 上相轨迹的第三点。如此不断循环递推，便可用等倾线法画出高阶非线性系统 ( ,d d )X X t 相平面

上相轨迹。 

3  实例仿真          

设具有饱和非线性的控制系统如图3所示。图4分别给出了该系统初始条件为[1.5,3,1]，虚线K=5和实线

K=2时相平面 ( ,d d )c c t 的相轨迹。图5分别给出了该系统初始条件为[1.5,3,1](实线所示)和初始条件为

[3.5,3,1](虚线所示)，K=15时相平面 ( ,d d )c c t 的相轨迹。 
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h
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)12.0)(11.0( ++ sss
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图3  具有饱和非线性特性的控制系统(h=1, m=2) 

利用描述函数法分析可知[1]，该系统出现自振荡的临界K值为7.5，当K<7.5时系统稳定，当K>7.5时系统

出现自振荡，且自振荡的振幅A=2.5。 

从系统相平面的相轨迹可以看出：当K<7.5时(图4中线所示)，系统最终趋于稳定，稳定点为原点，并且

K越小，稳定性越强，快速性越强；当K>7.5时(图5中线所示)，出现自振荡，其振幅A=2.5，并且当初始从大

于2.5出发，系统将沿稳定方向趋于极限环(图5中虚线所示)，当初始从小于2.5出发，系统将沿不稳定方向趋

于极限环(图5中实线所示)，这与描述函数法分析是一致的。从而证明用本文提出的算法画高阶非线性相平

面的相轨迹是正确的。 
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                图4  系统K=5,2时相平面 ( ,d d )c c t                         图5  系统K=15时相平面 ( ,d d )c c t  
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4  结 束 语 

利用本文算法解决了高阶非线性控制系统的作图，所有的过程均无需求解微分方程，具有一定的实用

价值。但非线性系统阶次越高，作图的中间步骤就越多，对于三阶、四阶或五阶系统其作图步骤适中，并

能取得良好的作图效果，从而实现不解高阶微分方程而直接画出相平面的目的。为提高制图精度和制图速

度，步距h的选择可采用变步距的方法，越接近稳定或变化幅度越小时，步距选择越小。同时也提供了一种

求解高阶非线性微分方程的方法。 
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