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15-谜问题的可达性判定  
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(西华大学计算机与数理学院  成都  610039) 

 
【摘要】定义了15-谜问题的6个动作规则，在此基础上证明了15-谜问题解的存在性判定的充分必要条件，其

充分性的证明过程是一个构造性证明方法，提供了求解15-谜问题的一个解的可实现算法；同时，对此结论进行了

扩展，对于给定的一初始格局和任一目标格局，证明了初始格局可达目标格局的的充分必要条件，其结论有助于

构造问题的状态空间与限界函数。这两个结论从理论上完全解决了15-谜问题，对获得最优算法提供了理论基础。 
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Abstract  Based on multiple-input-multiple-output (MIMO) scattering wireless fading channel 

model, a dynamic receiving and transmitting model for MIMO wireless channels is proposed in this paper, 

which is used for analyzing impact of mobility of transceiver antennas on spatial correlation and capacity 

of MIMO wireless channels. The conclusion is reached, which these effects are determined by the 

original positions of transceiver antennas and by their velocity. The simulation results validate this impact 

and show that there exists an optimum angular spread that forces spatial correlation, which decreases with 

increasing antenna spacing and does not consistently decrease with increasing angular spread, to reach 

minimum. 
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15-谜问题(15-puzzle)是一个组合数学的问题。其算法思想有助于解决人工智能方面的一些有趣的问题，

比如魔方问题等；其结果可应用于密码技术[1, 2]。该问题叙述如下：

在4×4的棋盘上放有15张编了号(1,2,⋯,15)的牌，空格牌的编号为16，

如图1a所示。对于给定的一初始格局(也称作一实例)，要求通过一系

列的合法移动将初始格局转换成图1b所示的目标格局(称作复位)。移

动规则是：只有将与空格邻接的牌移到空格才是合法移动。 

15-谜是一个NP(Non-deterministic Polynmial，非确定型的多项式)

难度的组合问题，4×4的棋盘可以有16!种不同的格局，复位是其中

一个格局。对于给定的一个实例S0，如果可以复位，该实例有解，

否则无解。在15-谜问题的求解中，首先需要判定是否有解，也就是解的存在性判定，在有解的前提下才去
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(a) 一个初始格局   (b) 一个目标格局 

图1  15谜的一些格局 
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考虑寻求好的算法。求解15-谜这类具有NP难度的问题，常常使用回溯法、分支限界法。当使用这些方法时，

需要给出问题的显式约束和隐式约束，以便于构建问题的一个实例的状态空间与限界函数，其状态空间由

所有可从实例S0到达的状态Si构成。要想得到优化算法，缩小状态空间，给出一个好的限界函数是极为重要

的，而这些都依赖于S0是否可达Si的判定。显然，解的存在性判定是可达性判定的特例。 

引用了15-谜问题的专著中直接使用了解的存在性判定，但没有给出相关的证明[3]。本文将给出其严格

的证明，其证明过程也提供了一个算法。 

1  可达性判定 

为了叙述方便，本文首先定义一些记号和术语：对棋盘的方格位置按从上到下，从左到右编上1～16的

号码。 

定义1  一个格局称为一个问题状态。初始(目标)格局称为初始(目标)状态。称图1b给出的状态为有序态。 

定义2  假设α是给定的初始状态，β是一目标状态。如果由α到β存在一系列合法的移动，则称β可由α
到达。 

定义3  α是一状态，位置函数Pα ′ 反序函数Lα定义如下： 
      1 16

( )
16

i i
P i

iα

α
α

<
= 

=

编号的牌在 下的位置号 ≤

空格在 下的位置号
 

( )L i j iα = 牌 小于牌  

且 

( ) ( ) , 1 16P j P i j iα α> <的数目 ≤ ≤  

定义4  S是一个4×4矩阵，其定义如下： 
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函数X(α)定义如下： 
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函数f(α)定义如下： 
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α为一任意状态。 

注意：移动牌与移动空格是实质上是等效的。 

引理 1  设α为一任意给定的状态，空格的每个上、下移不改变 f (α)的奇偶性。 

证明：在状态α下，非空格牌被空格分割为以行为主序的连续的两段l1,l2(l1,l2可以为空)。当空格上移后，

状态α 转为状态α′ ，l1最右边连续的四张牌的编号i1i2i3i4转换为i2i3i4i1加入到l2的最左端。由于i1i2i3i4是长度为

4的一个排列，i2i3i4i1是i1i2i3i4的一个轮换，前者通过3次相邻元素的对换得到后者，由代数知识可知，一个对

换改变排列的奇偶性，另外由于i1i2i3i416变为16 i2i3i4i1，反序数增加4，于是Σ 1≤i≤16Lα (i)的奇偶性改变。同时

X由0变成1，或者由1变到0，于是 f (α ′)与 f (α)有相同的奇偶性。它说明，空格的一次合法的上移得到的新

状态不改变原状态的f值的奇偶性。空格的下移与上移对称，类似可证。                           □ 

引理 2  设α为一任意给定的状态，空格的每个左、右移不改变 f (α)的奇偶性。 

证明：当空格左移后，状态a转为状态α ′，l1最右端的一张牌放到l2的最左端。此时，Σ 1≤i≤15Lα (i)=  

Σ 1≤i≤15Lα ′ (i)，但是随着空格的左移，“α空格”变成“空格a”，Σ1≤i≤16Lα ′ (i)与Σ1≤i≤16Lα (i)的奇偶性互异，同

时X由0变成1，或者由1变到0，于是 f (α’)与 f (α)有相同的奇偶性。它说明，空格的一次合法的左移得到的

新状态不改变原状态的 f 值的奇偶性。空格的右移与左移对称，类似可证。                         □ 
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定义 5  15-谜问题的动作规则按图2所示定义如下(a,b,c,d,e空格分别代表5张牌的编号)： 
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(f)  边界上的左移 

图2  15-谜问题的动作规则a∼f的图示 

定理 1  设α为一任意给定的初始状态，目标状态β是有序态，实例α的15-谜问题有解，即α可达β，当

且仅当 f (α)为偶数。 

证明：首先证明必要性。因为目标状态β是有序态，由X(β)的定义，X(β)=0；由Lβ的定义，Lβ(i)=0，1≤

i≤16. 于是，f (β)=0为偶数。此时只需证明 f (α)为偶数：因为α可达β，总可以通过空格的合法的上、下、

左、右移到达β。由引理1、2上、下、左、右移不改变 f 值的奇偶性。于是 f (α)必为偶数。 

证明充分性。设α为一任意给定的初始状态，目标状态β是有序态。若α就是β，结论自然成立；若α不
是β，逐一考虑编号为i (i=1,⋯,15)的牌，i=1时，如若牌号为1的牌不“到位”，视具体情况，将空格牌移动到

1号牌的附近，形成a,b,c,空格牌(a=1)的“四方联”的格局。根据需要，执行一系列定义5的动作规则a、c以

及必要的移动空格，便可将1号牌移到第一行第一列的位置上。由于移动牌与移动空格是实质上是等效的。

由引理1，2可知，每一次移动不改变 f (α)的奇偶性。同理，可通过执行一系列定义5的动作规则a、c、d以

及必要的移动空格，将2,3号牌到位而不改变 f (α)的奇偶性。此刻第一行牌的编号依次是：1，2，3，空格，

如果编号为4的牌刚好位于第二行第四列，则可直接将4号牌移到第一行第四列的位置上，使得第一行的四

个元素全部到位，这一系列的移动不改变 f (α)的奇偶性；如果编号为4的牌不在第二行第四列，执行移动空

格以及定义5的动作规则4，再执行规则5，可将4号牌到位而不改变 f (α)的奇偶性。再用处理1号牌的方法可

使5,9号牌到位，如果13号牌不到位，执行移动空格以及定义5的动作规则3，再执行规则6，可将13号牌到位

而不改变 f (α)的奇偶性。此刻，原问题变成3×3的同性质的问题，类似于前面的方法，再将问题归约为2×2

的问题。容易分析可得，通过定义5的规则1,2,3,4,以及空格的移动，总可将由11,12,15号牌以及 
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空格牌构成的格局归为

      11 12

15 和

  11 15

12 两种，第一种是目标状态的一个子格局，第二种对应的状态α′，f (α′)
为奇数，它不能到达目标状态β。                                                              □ 

对于一任意给定的初始状态α，用定理1解决解的存在性判定；在有解的前提下，使用下面的定理构造

限界函数。 

定理 2  设α、β分别是初始状态与目标状态，γ是有序态，α可达β。假设 f (α)、f (β)同为偶数。 

证明：证明充分性：因为α是任一初始状态，γ是有序态，f (α)为偶数，由定理1知，α可达γ；同理β可达

γ，由于β到达γ 的过程是可逆的，因此γ可达β，于是α可达β。 

证明必要性：反证之。若f (α)为奇数，f (β)为偶数，由定理1知，α不可达γ，β可达γ，由于β到达γ的过程

是可逆的，γ可达β，于是α不可达β，与已知矛盾；同理可证若f (α)为偶数，f (β)为奇数也会得出矛盾；若 f (α)、

f (β)均为奇数，由定理1，α不可达γ，β不可达γ，γ不可达β，α不可达β，此与已知矛盾。综上所述必要性得

证。                                                                             □ 

定理 3  α是一任意给定的初始状态，由α出发可到达的状态为16!/2个。 

证明：设α是一任意给定的初始状态，β是一目标状态，由定理2，若 f (α), f (β)都是偶数，α可达β，由

代数知识可知，由1,2,⋯,16构成的排列中奇、偶排列各占排列总数的一半，同时由定义4，Sij, 1≤i, j≤4中，

0元素与1元素各占一半，于是由α出发可到达的状态为16!/2个。                                     □ 

定理3给出了状态空间的尺寸。 

推论 1  15-谜问题中地到的结论可推广到2 n－1-谜。 

证明：回顾定理1的证明，其过程是使用了定义5中动作规则的组合实现的，而定义5中的动作规则与n

无关，总是将规模n归约为n−1, 因此，15-谜问题(24－1-迷)中得到的结论可推广到2 n－1-谜。             □ 

2  结 束 语 

本文强调几点： 

1) 定理1具有充分必要性，用于实例α的15-谜问题解的存在性判定；定理2是对定理1的扩展，本文指出

解的存在性是可达性的特例，定理2描述了可达的充要条件，用于构造限界函数，便于用回溯法、分支－限

界法等方法求解。 

2) 定义5给出的动作规则，在设计算法时可以函数的形式实现，利用对函数的调用，实现模块化设计。 

3) 定理1的充分性证明是构造性的，它提供了求解的一个算法。有关15-谜问题的最优化解——LC(least 

cost)分支−限界法求解，将在另文中讨论。 
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