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【摘要】针对求取SP网络结构中布尔函数最优连续化在一定情况下是一个组合优化的问题。通过概率论和运

筹学相结合的方法，将布尔函数连续化的问题转化为连续函数的线性和非线性规则问题，得到了布尔函数最优连

续化函数的存在性和唯一性的证明。 
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Abstract  To seek for Boolean continuous optimization function in the sp netwoork strueture, in 

certauin cases, is a combinational optimal problem. Using the method integrating probability theory with 

operationed research and analysis, the problem is tansformed into the solution of linear and nonlinear 

programming of continuous functions. As result, the proof of existemce and uniqueness of Booleoon 

continuous optimizetion funetion is proposed in this paper. 
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在离散密码学函数连续化的基础上，文献[1]给出了若干利用极大似然估计方法分析密码问题的结论,而

利用极大似然估计方法求取布尔函数的过程是非线性函数的全局极大值的求解过程。众所周知DES、AES

等密码算法大都采用SP网络迭代技术，感兴趣的读者可参阅文献[2, 3]中给出的Fly算法也采用SP网络迭代技

术，并对SP网络迭代技术给出了一定的密码学分析。而若利用文献[1]中给出的极大似然估计方法对SP网络

迭代技术进行相关的密码学分析，必须对SP网络迭代技术中所使用的布尔函数进行连续化处理。 

一般来说，同一个布尔函数存在多个不同的连续化函数，而不同形式的连续化函数在将组合优化问题

转化为非线性连续最优化问题时对信息提取能力、对非线性规划问题的求解性质有很大的影响。故此时对

布尔函数的连续化方法提出了要求，需要信息提取能力强的布尔函数的连续化方法。 

1  布尔函数最优连续化的提出 

定义 1  设F 是一定义域为 n]1,0[ ，值域为 ]1,0[ 上的 n元连续函数， f 是一 n元布尔函数，若 F 的定义

域由 n]1,0[ 限制在 n}1,0{ ，值域由 ]1,0[ 限制在 }1,0{ 时，即为 f 函数，则称 F 函数是布尔函数 f 的一个连续化

函数。显然布尔函数存在多种连续化函数。 

例1  对于布尔函数 yxyxf ⊕=),( ，有6个函数 ( , ),   ( 1, 2, , 6)iF x y i = L 为 f 的连续化函数： 
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1)   xyyxyxF 2),(1 −+= ； 2) yxyxyxF −+−+−=
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),(2 ；  3) 2
3 )(),( yxyxF −= ； 

4)   yxyxF −=),(4 ；     5) 2
5 )1(1),( −+−= yxyxF ；           6) 11),(6 −+−= yxyxF 。 

直接验证可得知上述六种连续化函数，当定义域由 n]1,0[ 限制在 n}1,0{ ，值域由 ]1,0[ 限制在 }1,0{ 时，都

为布尔函数 yxyxf ⊕=),( ，因此满足定义1。 

引理 1  设F 和G 都是布尔函数 f 的连续化函数，则对任意 ]1,0[∈λ ， GFF )1(ˆ λλ −+= ，也是 f 的连

续化函数。 

证明 因为 F 和G 都是 n 元布尔函数 f 的连续化函数，所以根据定义1， nF2∈∀α ，则 == )()( αα GF  

)(αf 。 )()()1()()1()()(ˆ ααλλαλαλα ffGFF =−+=−+= ，故命题成立。 

由引理得知同一个布尔函数的不同的连续化函数的凸组合仍然是一个连续化函数。在例1中 

),(
2

1
),(

2

1
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),( 642 yxFyxFyxF += ，即 ),(1 yxF 是 ),(3 yxF 与 ),(5 yxF 的凸组

合； ),(2 yxF 是 ),(4 yxF 与 ),(6 yxF 凸组合。从以上的分析得知，对任意的布尔函数，存在许多不同的连续 

化函数。哪个是密码学意义下最优的连续化函数？在SP网络多层迭代的连续化处理过程中，得到的中间结

果应与层函数的输入变量分布律一致，才能具有优化的信息提取能力。为此，给出如下定义： 

定义2  设 ),,,( 21 nxxxF L 是 n元布尔函数 ),,,( 21 nxxxf L 的一连续化函数，若满足： =),,(( 1 nXXfP L  

),,()1 1 nppF L≡ ，其中， )1( == ii XPp ，并且 nXX ,,1 L 是相互独立的二元随机变量，则称 ),,,( 21 nxxxF L
是 n元布尔函数 ),,,( 21 nxxxf L 密码学意义下的最优连续化函数。以信息论的观点分析定义2的合理性。 

引理 2 ]4[   设 nXXX ,,, 21 L 是取值于 2F 且分布律分别为 niXPp ii ,,2,1  ),1( L=== 的随机变量，并且

nXX ,,1 L 是相互独立， ),,,( 21 nxxxf L 为任一 n元布尔函数， ),,,( 21 nXXXfY L
∆

= 是由 nXXX ,,, 21 L 以及

),,,( 21 nxxxf L 诱导出的二元随机变量，则 nXXX ,,, 21 L 与Y 的互信息为 
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由引理2可以看出：当 ),,,( 21 nxxxf L 的连续化函数 ),,,( 21 nxxxF L 满足定义2时，即 
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式中  利用 ),,,( 21 nxxxF L 代替 ),,,( 21 nxxxf L ，满足 nXXX ,,, 21 L 与Y 的互信息量。故定义2中的连续化

函数是信息论意义下最优的连续化函数。  

2  布尔函数最优连续化函数的存在性与唯一性 

定理 1  对于任一 n元布尔函数 ),,( 1 nxxf L 其最优连续化函数是存在且唯一的 。 

证明   由定义 2，令 ),,,()1),,(( 11 nn ppHXXfP LL == .,,2,1],1,0[ nipi L=∈∀ 即 H 是关于 =ipi ,  

n,,2,1 L 的 n元实函数。又由于 ),,( 1 nxxf L 是布尔函数，故得知H 是关于 nipi ,,2,1, L= 的连续函数，从而

存在性可证。 

又设 ),,()1),,(( 111 nn ppHXXfP LL ≡= ，由于 ip 的任意性，故 1HH = ，唯一性得证。 

例2  求 2121 ),( xxxxf ⊕= 的最优连续化函数。 
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故 212121 2),( xxxxxxF −+= 是 2121 ),( xxxxf ⊕= 的最优连续化函数。同时，例2也给出了一般布尔函数

的最优连续化函数的求取方法。 

(下转第626页) 
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量； mv ， MV ， ma ， Ma 分别表示物体与地球相对惯性系的速度和加速度，则存在如下关系 

Mm Mm Vv = ， Mm Mm aa = ， 

即                    
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，
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M
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a
， 

对该问题，也可取与地球相连的参照系来讨论。由于地球相对于惯性系有加速度 Ma ，故地球参照系是

一个平动加速的非惯性系 (简称地球系)。在地球上观察，物体的动量为 ( ) ( ) MMm mMm VVv  +=+ (因

m
M

M

m =
V

v
)，这也是物体地球系统的总动量。另一方面，对地球系，作用于物体地球系统的相互作用外力

之和等于零，但此时须考虑系统所受的惯性力。作用在物体上的惯性力为 Mma ，作用在地球上的惯性力为

MMa ，这两力之和等于 ( ) MM m+ a 。根据式(7)，在地球参照系中可列出方程 

( )[ ] ( ) MM mMmM
t

aV +=+
d
d

 

上式表明：物体地球系统总动量的导数等于惯性力作用之和。在这里可看到，系统的动量变化是由于

惯性力的作用获得的，惯性力起着与外力相同的作用效果。 
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3  结 束 语 

本文之所以要讨论布尔函数的连续化问题，是因为在许多密码算法的设计中，随着SP网络迭代层数的

增加，一般布尔函数的连续化函数，由于不是信息论意义之下最优的连续化函数，使得目标函数的信息衰

减太大，又加之SP网络迭代的密码学意义之一就是使明码信息迅速扩散，故一般连续化函数构造的目标函

数，其优化算法的求解能力相对较差，所以布尔函数的最优连续化的问题，已成为有待进一步讨论的问题

之一。 
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