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可对称化矩阵特征值的任意扰动 

陈建新  
(广东工业大学应用数学学院  广州  510006) 

 
【摘要】针对可对称化矩阵，研究了可对称化矩阵特征值的任意扰动和实任意扰动。从Schur分解入手，利用

矩阵可对角化的性质，通过矩阵等式的恒等变形，得到了可对角化矩阵关于F-范数和Q-范数的任意扰动界。 
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Arbitrary Perturbation Bounds on Diagonalizable Matrix  
 

CHEN Jian-xin 
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Abstract  In this paper, to symmetrical matrix (diagonalizable matrix), we have studied arbitrary 

perturbation and real arbitrary perturbation of it (with real eigenvalue arbitrary perturbation). It is started 
with to resolve from everybody known very well Schur decomposition, utilizing matrix that can be 
diagonalizable and identically equal through matrix equality out of shape, receiving perturbation bounds 
of diagonalizable matrix about F-norm and Q-norm.   

Key words  symmetrical matrices;  perturbation bound;  F-norm;  Q-norm 
 

设 A ， = +%A A E 是复数域上的 nn × 阶矩阵。称 A 是可对角化矩阵，若存在可逆矩阵Q ，使得 1−Q AQ ，

1 2diag( , , , )nλ λ λ= L ，其中， ),,2,1( nii L=λ 是 A 的特征值。 *A 表示矩阵 A 的共轭转置。 A 的条件数被定义

为 1
2 2

( )κ −=X X X 。用
F

A 表示矩阵 A 的Frobenius范数，
Q

A 表示矩阵 A 的Q -范数[1]。 

1  主要结果 

引理1[1]  设 A 是Hermite矩阵。 A% 是可对称化矩阵，即存在可逆矩阵 X~ ，使得 1−X AX%% % 是实对角矩阵，

则有 ( ) ( )
Q

Eig Eig↓ ↓−A A% ≤
1
4( )

Q
κ −X A A%% ， 1 2 1 2( ) diag( , , , ),   ( ) diag( , , , )n nEig Eigλ λ λ λ λ λ↓ ↓= =% % % %L LA A ，且

λ1≥λ2≥…≥λn， 1λ% ≥ 2λ% ≥…≥ nλ% 。 

引理  2 [ 1 ]   设Y和 Y~ 是复数域上的 nn × 阶矩阵，则对所有的Q -范数，当1≤k≤n时，
Q

Y ≤ 

2,

~
KQ

YY ⇔ ≤
2,

~
K

Y 其中， ,)( 2
1

1

2
2, ∑=

=

k

i
ik

σY iσ 是Y的奇异值。 

下面记Re (·)表示·的实部，tr(A)表示矩阵A的迹。以下给出本文的主要结果。 
定理  1   设A， A% =A+E是复数域上的n×n阶矩阵，A是可对称化矩阵，即存在可矩阵X，使得 

1
1 2diag( , , )nλ λ λ− = LX AX ，其中 iλ 是实数。 E= +%A A 是任意矩阵， kλ 与 ik kμ ν+ 分别是 A ，A% 的特征值。
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则： 

2

1
( i )μ ν λ

=
+ −∑

n

k k k
K

≤
( )21

2 22
Re  tr

( ) 2 R
J RF F F n

κ
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

E
X E E E  

式中  
*

2R

+
=

E EE ，
*

2J i
−

=
E EE ， 1

2 2
i , ( )R J κ −= + =E E E X X X 。 

证明  由 A% 的Schur分解，假设 UNMA ++= i~
，其中 1 2diag( , , , )nμ μ μ= LM ， 1 2diag( , , , )nν ν ν= LN ，U

是严格上三角矩阵。从而有： 
* *

,         
2 2R J i
+ −

+ = + = +
U U U UA E M E N                          (1) 

由式(1)可得： 

                      2 2 21
2 JF F F

= −U E N                                   (2) 

式中  M为Hermite矩阵，A为可实对角化矩阵，则由引理1和式(1)可得： 

∑ −
=

n

k
kk

1

2λμ ≤
1

22( )
F

κ −X M A ≤

2* * *1
2 * 22( ) Re  tr

2 2 2R R RF
F

κ
⎧ ⎫⎛ ⎞+ + +⎪ ⎪+ + +⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

U U U U U UX E E E = 

*1
2 2 22 1( ) 2Re  tr

2 2R RF F
κ

⎧ ⎫⎛ ⎞+
+ +⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭

U UX E U E  

而对任意的 R∈τ , R 表示实数域： 
*

*Re  tr
2R

⎛ ⎞+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

U UE ≤
*

2R F
F

τ +
−

U UE I ≤
2

2 (Re  tr )R
R F n

−
EE                  (3) 

由式(2)和(3)得： 

∑ −
=

n

k
kk

1

2λμ ≤ ( )
21

2 2 2 2 22 (Re  tr )( ) 2 R
R JF F F F Fn

κ
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪− + − −⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

EX E N E E N  

设 iμ ν+k k 是 A~ 的特征值。又知 2
1

)(Xκ ≥1，且
22

1
k F

ν
=

=∑
n

i
N 。则： 

2

1
( i )k k kμ ν λ

=
+ −∑

n

k
≤

21
2 22 (Re  tr )( ) 2 R

J RF F F n
κ

⎧ ⎫⎪ ⎪+ −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

EX E E E  

对具有实特征值的任意矩阵 A~ ，存在一个可逆矩阵 X~ 化 A~ 为其约当标准形 1
1 2diag( , , , )− =%% % L PX AX J J J ，

其中， iJ 为特征值 iλ 的 ik 阶Jordan块。对 0≠ε 和i=1,2,…, p，令 i ik k
i

×∈T C ，且 12diag(1, , , , )ik
i ε ε ε −= LT ，则： 

1
i i i i i
− = +T J T Ω Λ  

式中  1 2diag( , , , )i nλ λ λ= LΛ ， ( )i ij=Ω ω ， { 1
0 1ij

j i
j i

εω = +=
≠ +

；令 1 2diag( , , , )P= LT T T T 。则： 

∧Ω +=−− TXAXT ~~~ 11                                (4) 
式中  1 2diag( , , , )p= LΩ Ω Ω Ω ， 1 2diag( , , , )P= LI I I∧ λ λ λ 。 

定理2  设A是可对称化矩阵，即存在可逆矩阵X，使得 ∧=− AXX 1 ，且 1 2diag( , , , )nλ λ λ= L∧ ， (i iλ =  

1,  2,  , )nL 是A的实特征值。 EAA +=
~

是具有实特征值的任意矩阵，从而存在可逆矩阵 X~ ，T满足式(4)，则

( ) ( )
Q

↓ ↓− %Eig A Eig A ≤
4 1 1
5 4 4 2( ) ( ) ( ) max , (2)

Q
f fκ κ κ ⎧ ⎫⎛ ⎞

⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

%X X T E
m

，其中， ( )f y 11 ( )
Q

n pκ= + − % nX I ，且

TeeI 111 = ， 1e 表示单位矩阵的第一列。 

证明  由式(4)可知： XXTTXXXAAX 1111 ~)~(~)~( −−−− +−=− Ω∧∧ 。 

由此可得： 
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1 1 1 1 1 1 1

,2 ,2k k

− − − − − − −+ = −% % % %%X EX X XT T X X X XT T X XΩ ∧ ∧  

令 TXX ~1− 的奇异值分解为： TXX ~1− = *VUΓ ，其中， VU , 是酉矩阵， 1 2diag( , , , )nγ γ γ= LΓ ，γ1≥…γn

≥0，则： 
1 1 1 1 * * 1 1

,2,2 ,2
 

kk k

− − − − − −+ = − = −% % %%X EX X XT T X X U U V V B BΩ ∧ Γ ∧ Γ Γ Γ             (5) 

式中  UUB ∧*= ， VVB ∧~~ *= 均为Hermite矩阵，由引理1的证明可知： 
1

,2
 

k

−− %B BΓ Γ ≥
1 1
4 4

,2 ,2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k
κ κ

− −↓ ↓ ↓ ↓− = − %%X Eig B Eig B X Eig A Eig A  

由式(5)可得： 
1
4

,2
( ) ( ) ( )

k
κ

− ↓ ↓− %Eig A Eig AΓ ≤ 1 1 1 1

,2k

− − − −+ % %X EX X XT T X XΩ  

式中  当 1

Q

−% %X EX ≤1时，设 1m
Q

ε −= % %X EX ，m是若当块的最大阶数，则 1
2

=T ， 1 1

2

mε− −=T 。从而式

(5)可变为
1
4( ) ( ) ( )

Q
κ

− ↓ ↓− %Eig A Eig AΓ ≤ ( )Xκ
Q

E + ( )Xκ )~(Xκ pn −
2

1
m

m

Q

−
−% %X EX 1 Q

I 。所以 

( ) ( )
Q

↓ ↓− %Eig A Eig A ≤
5 1 1
4 4 4( ) ( ) ( )κ κ κ%X X T

2

1(1 ( ) )m
Q

n pκ+ − %X I
Q

E  

式中  1 1 1
T=I e e ， 1e 表示单位矩阵的第一列。 

当 1

Q

−% %X EX ≥1时，令 1=ε ， IT = 。则 1
2

1
2

== −TT ，对式(5)可类似估计为： 

1) 在定理1中当A为Hermite矩阵时， ( )κ X =1，定理1变为一般的Hermite矩阵扰动[2] 

2
2 2 (Re  tr )2 R

J RF F F n
+ −

EE E E ≤
22
F

E  

2) 在定理2中当 A~ 也为可对称化矩阵，此时定理2中的 n p= ，T I= , 即 1)( =yf ， 1)( =Tκ 此时定理2

可改为文献[1]中的定理。 
 

参  考  文  献 
[1] Bhation R, Kittanen F, Li. R C, et al. Eigenvalues of symmetrizable matrices[J]. BIT, 1998, (38): 1-11 

[2] Steward G W, Sun, J G. Matrix Perturbation Theory[M]. Boston: Academic Press, 1990 

 
编  辑  刘文珍 


