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混合型单调算子对的不动点及其应用 
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【摘要】提出了混合型单调算子对的概念，利用混合型单调算子对的定义及数学归纳法对混合型单调算子对

的不动点的存在性及唯一性进行了证明，得出了混合型单调算子对的不动点若存在必唯一的结论。该结论应用于

带奇性的一阶非线性常微分方程组的初值问题。 
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Fixed Point of Mixed Type Monotone Operator and Its Application 
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Abstract  In this paper, we give the definition of the mixed type monotone operator，then we prove 

the existence and the unique of the fixed point of the operator with induction．Furthermore we prove the 
fixed point is unique if it exists．Finally we give the application in differential equation group. 
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设 E 是一 Banach 空间， EP ⊂ 是 E 中的锥。本节对 E × E 到 E 上的算子 B 与 C 构成的算子对

)),(  ),,((),( yxCyxByxA = 进行讨论分析。称 EEEEyxCyxByxA ×→×= :)),(),,((),( 是一混合型单调算子对

是指 ),( yxB 关于 x 增且关于 y 减， ),( yxC 关于 x 减且关于 y 增。 
定理  1  设 E 是一 Banach 空间， EP ⊂ 是 E 中的正规体锥(即 φ≠0P )， :)),(),,((),( yxCyxByxA =  

0000 PPPP ×→× ，满足以下条件： 
1) ),( yxA 是混合单调算子对；2) 存在 10 << α 使对任意的 00),( PPyx ×∈ ， 10 << t ，有： 

               ),( 1 yttxB − ≥ ),( yxBtα                                   (1) 
               ),( 1 tyxtC − ≥ ),( yxCtα                                   (2) 

式中  A在 00 PP × 中具有唯一不动点 ),( ** yx ，且 ∈∀ ),( 00 sr 0 0P P× ，作迭代列： 
)),(),,((),( 1111 −−−−= nnnnnn srCsrBsr ， L,2,1=n                      (3) 

式中  ),( nn sr 收敛于 * *( , )x y ，且存在 10 << r ，使得 )1(* n

rOxrn
α−=− ， )1(* n

rOysn
α−=− 。 

证明  由条件1)，∀ 00),( PPyx ×∈ ，∀ 10 << t ，有： 
1 1 1( , ) ( , ) ( , )B x y B tt x t ty t B t x tyα− − −= ≥ ， 1 1 1( , ) ( , ) ( , )C x y C t tx tt y t C tx t yα− − −= ≥  

得： 
                                 1( , ) ( , )B t x ty t B x yα− −≤                                    (4) 

1( , ) ( , )C tx t y t C x yα− −≤                                    (5) 

对任意的 0 0( , )zω ∈ 00 PP × ，由于 0 0( , )A zω ∈ 00 PP × ，故存在 10 0 << t 使得： 
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1 1

2 2
0 0 0 0 0 0( , )t B z t

α α

ω ω ω
− −−

≤ ≤                                 (6) 

              
1 1

2 2
0 0 0 0 0 0( , )t z C z t z

α α

ω
− −−

≤ ≤                                  (7) 

令
1
2

0 0 0u t ω= ，
1
2

0 0 0v t ω−= ， 000
2
1

ztx = ， 000
2
1

zty −= ，则 0000 ,,, yxvu 0P∈ ，且 000 vtu = ， 000 ytx = 。 
令 ),( 11 −−= nnn yuBu ， 1 1( , )n n nv B v x− −= ， ),( 11 −−= nnn xvCx ， ),( 11 −−= nnn yuCy ， L,2,1=n 。 
于是，利用式(1)，(2)，(4)，(5)及 B 与C 的混合单调性得： 

1 1 1
2 2 2 2

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )u B u y B t t z t B z t u
α

ω ω ω−= = =≥ ≥  
1 1 1
2 2 2 2

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )y C u y C t t z t C z t z y
α

ω ω− − −= = =≤ ≤  
1 1 1
2 2 2 2

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )v B v x B t t z t B z t v
α

ω ω ω− − −= = =≤ ≤  
1 1 1
2 2 2 2

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )x C v x C t t z t C z t z x
α

ω ω−= = =≥ ≥  

1 0 0 0 0( , ) ( , )u B u y B v x v= =≤ ， 1 0 0 0 0 1( , ) ( , )y C u y C v x x= =≥  

由此，利用归纳法可证明： 
0 1 1 0n nu u u v v vL L L≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤                           (8) 

0 1 1 0n nx x x y x xL L L≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤                           (9) 

由 0000 ,,, yxvu 的定义得知， 000

0

vtu α= ， 000

0

ytx α= 。设 0

n

n nu t vα
≥ ， 0

n

n nx t yα
≥  则： 

1

1 0 0 0 0 1( , ) ( , ) ( ) ( , )
n n n n

n n n n n n n nu B u y B t v t x t B v x t vα α α α α +−
+ += =≥ ≥  

1

1 0 0 0 0 1( , ) ( , ) ( ) ( , )
n n n n

n n n n n n n nx C v x C t u t y t C u y t yα α α α α +−
+ += =≥ ≥  

故由数学归纳法得知： 

0

n

n nu t vα
≥ ， nx ≥ nyt

nα
0 ， L,2,1=n                          (10) 

由式(8)～(10)得： 

n p n n pu u vθ + +− −≤ ≤ 0 (1
n

nt vα −≤ )0

n

t α
nv ≤ −1( )0

n

t α
0v  

0

n

n n p nv v t uαθ −
+− −≤ ≤ (n pu + ≤ )10 −− n

t α
nu ≤ ( )10 −− n

t α
0v  

n p n n px x yθ + +− −≤ ≤ 0 (1
n

nt yα −≤ )0

n

t α
ny ≤ −1( )0

n

t α
0y  

0

n

n n p ny y t xαθ −
+− −≤ ≤ (n px + ≤ )10 −− n

t α
nx ≤ ( )10 −− n

t α
0y  

从而有： 

0 0(1 )
n

n p nu u N t vα
+ − −≤ ， 0( 1)

n

n n pv v N t vα−
+− −≤  

0 0(1 )
n

n p nx x N t yα
+ − −≤ ， 0( 1)

n

n n py y N t yα−
+− −≤  

式中  N 是 P 的正规常数．表明存在 **** ,,, yxvu P∈ 使得 *uun → ， *vvn → ， *xxn → ， *yyn → ，且 
* *

n nu u v v≤ ≤ ≤ ， * *
n nx x y y≤ ≤ ≤ ， L,2,1=n                  (11) 

从而 00** ),( PPyu ×∈ ，
00** ),( PPxv ×∈ ，并且由式(10)得知： 

* *
0 0 0((1 )

n n

n n n nv u v u v t v t vα αθ − − − −≤ ≤ ≤ ≤     * *
0 0 0((1 )

n n

n n n ny x y x y t y t yα αθ − − − −≤ ≤ ≤ ≤  
因此 * *

0 0(1 )
n

v u N t vα− −≤ ， * *
0 0(1 )

n

y x N t yα− −≤ ，令 +∞→n 得 ** vu = ， ** yx = 。再由式(11)得： 
* *

1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n nu B u y B u y B v x v+ += =≤ ≤                          (12) 
* *

1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n nx C v x C u y C u y y+ += =≤ ≤                          (13) 

在式(12)和(13)中令 +∞→n 得， *** ),( uyuB = ， *** ),( yyuC = ，即 ),(),( **** yuyuA = ， ),( ** yu 是 A的一个

不动点。 
任给 ∈),( 00 sr 00 PP × ，取 10 0 << t 使得式(6)和(7)成立，并且同时有：

1 1
2 2
0 0 0 0 0t r t wω −

≤ ≤ ，
1
2
0 0 0t z s≤ ≤  

1
2

0 0
−t z ，即有 0 0 0u r v≤ ≤ ， 0 0 0x s y≤ ≤ 。设 n n nu r v≤ ≤ ， n n nx s y≤ ≤ ，则： 

1 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n n nu B u y B r s r B v x v+ + += = =≤ ≤  

1 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n n nx C v x C r s s C u y y+ + += = =≤ ≤  
因此由数学归纳法得： 

n n nu r v≤ ≤ ， n n nx s y≤ ≤ ， L,2,1=n                            (14) 
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所以有：     
* *

0 02 (1 )
n

n n n nr u v u u u N t vα− − + − −≤ ≤  
* *

0 02 (1 )
n

n n n ns y y x x y N t yα− − + − −≤ ≤  

令 +∞→n 即得 *urn → ， *ysn → ，且在取 0tr = 时，有 )1( 0
* n

tOurn
α−=− ， )1( 0

* n

tOysn
α−=− 。 

    设 ( , )x y 是A在 00 PP × 中的任一不动点，则在上一段的证明中令 0r x= ， 0s y= ，那么有 nr x= ， ns y= ，

L,2,1=n ，且 *urn → ， *ysn → ，故 *ux = ， *yy = ，即 ),( ** yu 是A的唯一不动点。       证毕 

利用定理1研究带奇性条件的一阶常微分方程组的初值问题： 

0)0(),,,(
d
d

01 >== xuvutf
t
u

    0)0(),,,(
d
d

02 >== yvvutf
t
v

             (15) 

设 0>T 为一常数， ],0[ TJ = 。设 ),,( yxtf i 可表示为如下形式： 
1

1
1

1
)(11 ))((),,( 1

11
1 −

==
∑+∑= lj ytbxayxtf
m

l
l

k

j
tj

βα
， lj ytbxayxtf

m

l
l

k

j
tj

2
22

2

1
2

1

1
)(22 )()(),,( βα

∑+∑=
=

−

=
 

式中  10 << ijα ， 10 << ijβ ( 1=i 时， 11,2, ,j k= L ， 11,2, ,l m= L ； 2=i 时， 21,2, ,j k= L ， 21,2, ,l m= L ，

每个 )(taij 和 )(tbij 均为J上的非负可测函数且满足： 0)(inf
1

1
1 >∑

=∈

m

l
lJt

tb ， 0)(inf
2

1
2 >∑

=∈

k

j
jJt

ta 。 

定理 2  在上述假设条件下，初值问题式(15)只有一个恒正解 ))(),(( ** tvtu ， 0)(* >tu ， 0)(* >tv ， Jt ∈ ，

并且若以 ),( 00 yx 为初始点作迭代序列： 00 )( xtu = ， 00 )( ytv = ， 

ssvsbsusaxtu
t m

l
nl

k

j
njn

lj d)))()((())()(( )(
 

0 1

1
11

1
110

1
1

1
1∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∑+∑+=

=

−
−

=
−

βα  

ssvsbsusaytv
t m

l
nl

k

j
njn

lj d)))()((())()(( )(
 

0 1

1
12

1
120

2
2

2
2∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∑+∑+=

=

−
−

=
−

βα  

则 ( ( ), ( ))n nu t v t 在J上一致收敛于 * *( ( ), ( ))u t v t 。 
证明  显然，初值问题式(15)等价于积分方程组： 

1 1
1 1

 1
0 1 1 0 1 1

( )  ( )( ( )) ( ( )( ( )) ) dj l
k mt

j l
j l

u t x a s u s b s v s sα β −

= =

⎡ ⎤= + +∑ ∑⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

2 2
2 2

 1
0 2 2 0 1 1

( )  ( ( )( ( )) ) ( )( ( )) dj l
k mt

j l
j l

v t y a s u s b s v s sα β−

= =

⎡ ⎤= + +∑ ∑⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

令 1 1[ , ],   { [ , ] : ( ) 0, }E C J R P u C J R u t t J= = ∈ ∈≥ ，则P是E中的正规体锥，且： 0 1{ [ , ] :P u C J R= ∈ ( ) 0u t > ，

}t J∈ ，对任意的 0 0( , )u v P P∈ × ，令 
1 1

1 1

1 

0 1 1 0 1 1
( , )( )  ( )( ( )) ( ( )( ( )) ) dj l

k mt

j l
j l

B u v t x a s u s b s v s sα β
−

= =

⎡ ⎤
= + +∑ ∑⎢ ⎥

⎣ ⎦∫  

2 2
2 2

1
 

0 2 2 0 1 1
( , )( )  ( )( ( )) ( )( ( )) dj l

k mt

j l
j l

C u v t y a s u s b s v s sα β
−

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞= + +∑ ∑⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

( , ) ( ( , ), ( , ))A u v B u v C u v=  
由假设条件易知， 0 0 0 0:A P P P P× → × 且满足定理1中的条件1)。 

令 1 1 1 1 2 2 2 2max{ , , 1,2, , 1,2, , ; , , 1,2, , 1,2, , }j l j lj k l m j k l mα α β α β= = = = =L L L L ，则通过直接验证得知，

对任意的 10 << t ， 0 0( , )u v P P∈ × ，有 1 1( , ) ( , ),   ( , ) ( , )B tu t v t B u v C t u tv t C u vα α− −≥ ≥ 。 
即定理1中条件2)也成立。于是由定理1中条件所得本定理结论成立。 
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