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广义希尔伯特变换及其数字实现 
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【摘要】基于广义Hilbert变换将传统的Hilbert变换由整数阶向分数阶的推广，其应用领域也得到了扩展。首

先，在频域定义广义Hilbert变换，利用广义Hilbert变换来构造新的广义解析信号。然后从数字信号处理角度来考察

理想的广义数字Hilbert变换器的基本性质及其数字实现。文中利用窗函数法和频率采样法设计了FIR广义数字

Hilbert变换器，并分析了设计误差。 
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Abstract  Fractional Hilbert transform, a generalization of Hilbert transform from integral order to 

fractional order, extends the application fields. Firstly, generalized Hilbert transform is defined in the 

frequency domain, and it can be used to construct a new kind of analytic signal——generalized analytic 

signal. Then basic properties and digital realization of ideal generalized digital Hilbert transformer are 

investigated from the viewpoint of digital signal processing. Finally digital FIR filter design using 

window method and frequency sampling method are studied, and error analysis is given. 
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Hilbert变换在工程上被称为90°移相变换器[1]，其实质就是对信号的正频部分移相 2/π− rad，负频部分

移相 2/π rad，区别于普通的移相变换，一般称之为Hilbert移相变换。它在许多领域，特别是信号处理、通

信领域得到广泛应用[1~5]。近年来，随着现代信号处理的向前发展，人们从不同的研究领域和应用角度出发，

提出了拓展经典Hilbert变换，也即将其由整数阶推广到分数阶，以至于整个实数阶的要求。这样得到的广义

Hilbert变换,即任意角度的Hilbert移相变换，可以用来构造一类广义解析信号，丰富了实信号的解析表示形式，

也可以用来进行包络提取和相位分析，除此之外还有很多其他方面的应用，比如：1) 利用广义解析信号构

造保密通信系统[6]；2) 子波构造，特别是实序列信号的解析子波分析[4,7,8,11]；3) 分数阶计算及其数字实现[9,10]

等。因此深入细致地研究广义Hilbert变换及其数字实现，无论在理论上，还是对于许多实际应用都是很有必

要的。 

1  广义Hilbert变换 

如果信号 )()( 2 RLts ∈ ，其傅里叶变换 { } ttstsFÙs Ù t

R
de)()()(̂ i

 

−∫== ，其中Ù 表示信号的模拟角频率，F

为傅里叶变换算子，则 )(ts 和 )(̂Ùs 是信号的一对等价表示。 
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实信号 )(ts 的Hilbert变换(HT)，也即一阶Hilbert变换定义为： 

{ } ∫
∞

−∞=
−π=∗==

 

 
HT d)(/)()()()()(

τ
τττ tsthtstsHts                          (1) 

式中  H 为希尔伯特变换算子； tth π= /1)( 。式(1)在频域的等价形式为： 

)(̂)(̂)(ĤT ÙhÙsÙs =                                      (2) 

式中  )sgn(i)(̂ ÙÙh −= 。重复k次H运算得到k阶Hilbert变换算子 k
k HH = 。对k阶希尔伯特变换有： 

{ } { } k
k ÙtsFtsHF )]sgn(i[)()( −⋅=                                 (3) 

将上式中的k换成实数 ),( ∞−∞∈v 得到的算子 v
v HH = 对应的传递(乘子)函数为： 

   ),(),sgn(/2)sin(i/2)cos(

0        ),/2iexp(

0         2/)]/2iexp()/2i[exp(

0        ),/2iexp(

)(ˆ ∞−∞∈⋅π−π=
















<π
=π+π−
>π−

= vÙvv

Ùv

Ùvv

Ùv

Ùhν       (4) 

因此算子 vH 可分解成如下形式 

),(        /2)sin()/2cos( ∞−∞∈⋅π+⋅π= vHvIvH v                        (5) 

式中 I 为恒等算子。实数 v 取正整数时，就得到通常意义下的整数阶HT算子，并且算子 vH 关于v是连续的，

是整数阶希尔伯特变换算子的连续内插，称之为广义HT算子，相应的变换 
),(        )(/2)sin()(/2)cos()()( HT ∞−∞∈⋅π+⋅π== vtsvtsvtstsH vv                  (6) 

称为函数 )(ts 的广义Hilbert变换[7,8,12]，其中 v 为广义Hilbert变换的阶数，与阶数 v 对应的Hilbert移相的角度

为 2/π= vvφ 。 

当阶数 2,8.1,5.1,2.1,1,5.0,2.0 ±±±±±±±=v 时，矩形信号的相应的广义Hilbert变换时域波形如图1所示。 
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                (a) v = −1～1                                     (b) v =1～2和v = −1～−2 

图1  矩形信号的广义Hilbert变换 

2  理想的广义数字Hilbert变换器 

根据数字信号处理的理论，理想广义Hilbert变换器 vh 对应的滤波函数 ∑= −
n

n
vv nhH ωω ie][)( 为： 
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0             )/2iexp(

)(

ω
ω

ω
ω

v

vvv

v

H v
                   (7) 

式中  ω 表示信号的数字频率。其滤波器系数 
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容易验证，理想的广义数字Hilbert变换器 )( ∞<<−∞ vhv 是非紧支的，并且具有以下一些基本性质： 

1) 有界性  |][| nhv ≤ Znv ∈∞<=
π

−π∫
π

π−
,1d |)]sgn(

2
iexp[|  2/1

 

 
ωω ；                            (9) 

2) 实值性  ∞<<−∞∈ vRnhv ,][ ；                                                        (10) 
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3) 连续性  ∞<<−∞=
→ 21 ,,lim

21
21

vvhh vvvv
；                                                  (11) 

4) 周期性  ∞<<−∞= + vhh vv ,4 ；                                                        (12) 

5) 可加性  ∞<<−∞∗=+ 21,,
2121

vvhhh vvvv ；                                               (13) 

6) 能量归一化性  1|][| 2 =∑= ∈Zn vv nhE ；                                                 (14) 

7) 收敛性  在 Zkkv ∈≠ ,2 时，序列 vh 是收敛而非绝对收敛的；在 Zkkv ∈= ,2 时，序列 vh 退化为单位

采样序列 ][nδ ( kv 4= )或者 ][nδ− ( 24 −= kv )，是绝对收敛的。 

3  FIR广义数字Hilbert变换器的设计与误差分析 

理想的广义Hilbert变换数字滤波器是非因果无限冲击响应(IIR)滤波器，本文只考察常用的有限冲击响应

(FIR)广义数字Hilbert变换器设计问题，最常用的方法是窗函数法和频率采样法，取滤波器长度 12 += NL 。 

图2给出了 15,5.0 == Nv 时分别采用矩形窗函数法和频率采样法设计FIR滤波器的滤波器系数，幅度响

应及其误差，相位响应曲线。 
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                  (a) 矩形窗函数                                           (b) 频率采样法 

图2  15,5.0 == Nv 时FIR滤波器设计的滤波器系数，幅度响应，相位响应曲线 

用 )(d ωvH 和 )(d nhv 表示所设计的滤波器的传递函数和滤波器系数，则 )(d ωvH 逼近理想广义数字Hilbert

变换器的绝对误差函数为 
∞<<−∞−= vHH vvv |,)()(|)( d ωωωε                            (15) 

逼近精度可以用极大绝对误差 )]([max
]ð,ð[max ωεε

ω vv −∈
= 来衡量，并采用平均误差 
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来衡量逼近程度的总体性能。 

图3给出了v=0.5时，随着N的不断增大，分别采用几种典型窗函数和用频率采样法设计FIR滤波器时的

均方误差曲线。 

图4给出了N=10时，随着v的变化，分别采用几种典型窗函数和用频率采样法设计FIR滤波器时的均方误

差曲线。 

数值分析结果表明，这两种设计方法的设计误差主要集中在甚低频(不包括零频)和高频附近。当 10 << v

或 32 << v 时，随着 v 的逐渐增大误差逐渐增大，当 21 << v 或 43 << v 时，随着 v 的逐渐增大误差逐渐减小，

由式(12)中 vh 的周期性可以得到 v 取其他值时的情况。随着窗口宽度或者采样点数的增加，误差逐渐减小。 
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            图3  v=0.5时随N变化的均方误差曲线                  图4  N＝10时随v变化的均方误差曲线 

4  结 束 语 

本文用数字滤波器的方法实现广义Hilbert变换，给出了滤波器系数的基本性质。利用分数Hilbert变换，

推广解析信号可以得到广义解析信号，限于篇幅，另文专述广义解析信号的相关性质及应用。广义Hilbert

变换是整数阶Hilbert变换的一种推广，可以应用在分数微积分，广义化子波构造，通信传输和边缘检测等诸

多领域，且必定还有信号处理方面的其他应用等待我们去不断发掘。 
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